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Resumo

Apresentamos neste trabalho uma proposta de integragdo entre geometria analitica, ge-
ometria fractal e programagdo de computadores, desenvolvida a partir de um projeto de
iniciagdo cientifica executado com estudantes do ensino médio técnico. A ideia central
estd alicercada no desafio de representar os padrdes geométricos das formas fractais nas
linguagens algébrica e computacional. Adotamos, nesses termos, uma perspectiva que se
adere ao disposto na teoria dos registros de representacido semidtica, devida a Raymond
Duval, que do ponto de vista cognitivo, afirma que a coordenacgdo entre diversos registros
de representacdo € fundamental para a aprendizagem matemadtica. Embora vérios tenham
sido os padrdes fractais estudados sob essa 6tica, neste texto discorremos apenas sobre 0s
desenvolvimentos associados a famosa curva de Koch.
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Abstract

We present in this paper a proposal for integration between analytical geometry, fractal
geometry and computer programming, developed from a scientific initiation project with
high school students. The central idea lies in the challenge of representing some fractal
patterns in algebraic and computational languages. We adopted the perspective of the the-
ory on semiotic representations registers, due to Raymond Duval, that from the cognitive
point of view, it establishes that coordination between different representation registers is
fundamental for mathematical learning. Although several fractals have been studied, this
paper deals only with the famous Koch curve.

Keywords: Registers of semiotic representations. Fractal geometry. Analytic geometry.

Programming.
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1 INTRODUCAO

A geometria fractal foi concebida pelo matematico francés Benoit B. Mandelbrot a partir
do desafio de descrever objetos que ndo podiam ser expressos pela geometria euclidiana. Afinal,
como representar a forma de uma nuvem, de uma montanha, do litoral brasileiro ou de uma
arvore? Definitivamente "nuvens nao sio esferas, montanhas nido sdo cones, litorais nao sdo
circulos e a casca ndo € lisa, nem o raio viaja em linha reta"(MANDELBROT, 1983, p. 1).

Nio € uma tarefa f4cil definir o que é um fractal*. Vejamos o significado dessa palavra

segundo explicacdo dada pelo seu idealizador:

Para os estudar, concebi, aperfeigoei e utilizei extensivamente uma nova geo-
metria da natureza. A noc@o que lhe serve de fio condutor serd designada por
um de dois neologismos equivalentes, "objecto fractal"ou "fractal", termos que
formei, pela necessidade que me surgiu com este livro, a partir do adjectivo la-
tino fractus, que significa "irregular”ou "quebrado"(MANDELBROT, 1998, p.
13).

Nesse sentido, o objetivo principal da geometria fractal € representar os padrdes irregu-
lares e fragmentados observados na natureza, antes inalcancdveis com a geometria cldssica, dai
a expressdo que dd nome a obra de Mandelbrot (1983): geometria fractal da natureza.

Existem diversas maneiras de se abordar ideias da geometria fractal no contexto do en-
sino bésico e isso se deve ao fato de que a mesma, além de ser potencialmente interdisciplinar
(ALVES, 2007), possui diversas conexdes com outros temas do curriculo do ensino fundamental
e médio. Esse € talvez o principal motivo pelo qual muitos a t€m tomado como recurso mo-
tivador ou problematizador, para desenvolver estratégias voltadas ao ensino dos mais variados
temas de matemadtica elementar.

Podemos, por exemplo, explorar as relagdes métricas entre perimetro, drea ou volume de
objetos fractais, fazendo uso, para isso, de conexdes com 0s conceitos de sequéncias e progres-
soes geométricas (AZEREDO et al., 2013; GONCALVES et al., 2015), além de nocdes intuiti-
vas de limite (BEMFICA; ALVES, 2011; SALLUM, 2008). Para além da geometria fractal, po-
demos explorar fractais a partir da perspectiva de procura por padrdes (FARIA, 2012; MINELI,
2012), desenvolver ou aplicar ideias associadas a razdo, propor¢ao (ALVES, 2007), figuras se-
melhantes (GOMES, 2010), relacdes trigonométricas ou teoria dos nimeros (RABAY, 2013),
introduzir ou aplicar o estudo de probabilidade geométrica (LOPES et al., 2013), ou mesmo de-
senvolver estudos de geometria euclidiana de maneira associada (GOMES, 2010; LUZ, 2016),
ou ainda adotar uma abordagem interdisciplinar (FARIA; MALTEMPI, 2012; WEISS et al.,
2011).

De fato, a geometria fractal constitui um campo fértil a ser explorado também no que

concerne as tecnologias disponiveis para o desenvolvimento de estratégias didaticas. Além

4Mandelbrot (1983, p. 15) define fractal como um conjunto no qual a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch excede
estritamente a dimensdo topoldgica (que € sempre um ndmero inteiro). No entanto, conforme aponta Falconer
(1990), essa defini¢do revelou-se insatisfatéria na medida em que excluiu uma série de conjuntos que claramente
deveriam ser considerados como fractais. Ainda segundo esse autor, varias outras definicdes foram propostas, mas
todas elas parecem ter essa mesma desvantagem.
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da abordagem que se pauta na construcao de figuras ou maquetes por materiais manipuldveis
(NASCIMENTO et al., 2012; PAULA; SOUZA, 2017; SONZA; LEIVAS, 2018), dada a vari-
edade de programas gratuitos disponiveis atualmente, também € possivel explorar as estruturas
fractais, vasculhando as magnificas formas do seu interior intermindvel®, por meio de aplica-
tivos (CORTES; ANTUNES, 2014; FREITAS; SANTOS, 2005; NASCIMENTO et al., 2012),
sobretudo quando inserimos nesta discussao fractais altamente complexos, como os fractais de
Mandelbrot e de Julia (MANDELBROT, 1983, p. 180).

Essa caracteristica computacional da geometria fractal pode ser explorada em outro ni-
vel de desenvolvimento tecnoldgico, quando programas de geometria dindmica sao inseridos
em propostas que incluem a construcdo virtual de alguns dos fractais cldssicos ou pioneiros
(BRANDAO, 2002), aqueles com configura¢des mais simples, como o conjunto de Cantor
(MANDELBROT, 1998, p. 63), a curva de Koch ou o triangulo de Sierpinsky (MANDEL-
BROT, 1983, p. 131).

Neste trabalho, buscamos mostrar que € possivel elevar ainda mais o nivel de abstracao
tecnoldgico, propondo a construgdo de fractais com o uso de uma genuina linguagem de pro-
gramacao (a linguagem python), em conexao com um topico do curriculo do ensino médio
que, nesse contexto, carece de ser explorado: a geometria analitica. Para alcancar esse objetivo,
desenvolvemos um projeto extracurricular denominado "Geometria Fractal com Elementos de
Geometria Analitica e Computagdo", no qual propomos aos estudantes do ensino médio téc-
nico o desafio de estudar alguns dos padrdes fractais na perspectiva da geometria analitica e
da computagd@o. O propdsito deste trabalho consiste em apresentar o caminho metodolégico
adotado, algumas das construcdes elaboradas pelos estudantes e reflexdes sobre as dificuldades
encontradas.

O arcabougo conceitual que utilizamos para justificar a acdo pedagdgica de combinar
elementos de computacdo, formas fractais e geometria analitica € a teoria dos registros de re-
presentacao semidtica, cuja descri¢do serd dada na sec¢do 2. Na secdo 3, além de demarcarmos
o contexto ao qual este trabalho foi desenvolvido, descrevemos a partir de um exemplo, ou
melhor, de um fractal (a curva de Koch), uma maneira (aquela idealizada pelos discentes) de
abordar essas duas geometrias de forma integrada a uma linguagem de programagao. A secao

4 € reservada para as consideracdes finais.

2 REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Os objetos aos quais a matemdtica se ocupa possuem a caracteristica peculiar de possui-
rem uma gama diversa de representacdes. Duval (2017), precursor da teoria que busca explicar
o funcionamento cognitivo da aprendizagem matemadtica pelas representacdes dos objetos, a te-
oria dos registros de representacdo semiotica, classifica os registros de representacdo em quatro

grandes tipos: registro da linguagem natural, registro simbdlico (numérico, algébrico, operato-

Do ponto de vista tedrico, na prética existe o limite computacional.
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rio), registro gréfico e registro figural.

Consideremos, por exemplo, o conceito de reta. Uma imagem mental desse objeto toma
forma tao logo iniciemos o ato de pensar. Para acessarmos o conceito que lhe diz respeito,
podemos adotar os registros (GASTALDI; MELO, 2019b): i) da linguagem natural: escrevendo
a palavra “reta"; ii) figural: desenhando um trago retilineo sobre uma superficie plana; iii)

simbdlico: utilizando uma das equacdes

ra ya 1
ar+by+c=0, y=mxr+n, v=pu+uW e xg yg 1| =0, (1)
z y 1

com a,b,c,m,n, 3 € R, (xa4,y4), (zB,ys) € R? e U, W € R" (o registro simbélico € rico em
diversidade, pois esses sdo apenas alguns exemplos de equagdes que, cada qual em seu contexto,
representam retas); e, finalmente, iv) registro gréafico: traduzindo as relacdes algébricas das
equacgdes em (1), a partir do sistema cartesiano ortogonal.

Dada essa multitude de representacdes, nem de perto esgotadas, poderiamos nos per-
guntar afinal qual delas correspondem ao objeto reta. Para Duval (2003), a resposta € nenhuma
delas, pois afirma que “os objetos matematicos ndo devem jamais serem confundidos com a
representacdo que se faz deles"e defende que a “distin¢do entre um objeto e sua representagao
€, portanto, um ponto estratégico para a compreensao da matematica". Isso porque, ao contrario
de sua representacdo, o objeto em si € invaridvel.

Assim, Duval e Moretti (2012) asseguram que as representacdes ndo se fazem neces-
sdrias apenas para fins de comunicagdo, mas também se constituem como essenciais para a
atividade cognitiva do pensamento, como por exemplo, na producio de conhecimentos. Alguns
trabalhos tém explorado essa ideia de produ¢do de conhecimento, no contexto € no nivel do
ensino médio, como Gastaldi e Melo (2019b, 2019a) e Lima e Melo (2019), Melo (2019), San-
tos e Melo (2018) que abordam, respectivamente, o desenvolvimento do método computacional
da bissecdo (utilizado para estimar o valor numérico da raiz de uma fung¢do) e a deducdo do
método dos minimos quadrados (utilizado para obter a curva que melhor se ajusta, no sentido
dos minimos quadrados, a um conjunto de pontos), a partir de suas representacdes semioticas.

Dois processos cognitivos principais sdo definidos e analisados por Duval: os trata-
mentos e as conversdes. O primeiro diz respeito as transformagdes que ocorrem dentro de um
mesmo registro de representacdo como, por exemplo, o cdlculo algébrico dentro do registro
simbdlico que permite transformar e relacionar as equacdes em (1). Por outro lado, o segundo
processo diz respeito a passagem de um registro de representacio a outro, € o caso, por exemplo,
da passagem do registro simboélico para o registro figural. Segundo esse autor (DUVAL, 2003),
a conversdao desempenha um papel lateral na atividade académica de matemadtica, intervindo
somente na escolha do registro no qual os tratamentos serdo mais econdmicos ou potentes. Po-
rém, do ponto de vista cognitivo, ela aparece como uma atividade fundamental e esclarece que a
compreensao em matematica se assegura, além do reconhecimento dos objetos em suas diversas

representacOes, na possibilidade de se transitar livremente entre pelo menos dois registros de
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representacdo (DUVAL; MORETTI, 2016).

Este trabalho atinge significincia, na perspectiva dessa teoria, na medida em que € gui-
ado pelo objetivo de descrever objetos fractais em diferentes registros de representacdo. Em
segunda instancia, permite a ado¢cdo do tema formas fractais como elemento motivador para
a exploragdo e aplicacdo de conteddos elementares de geometria analitica plana. De fato, os
tratamentos e as conversdes necessarias para as transformacoes das representacdes dos fractais
estudados, passam necessariamente pelos tratamentos e conversdes das representacdes dos con-
teidos de geometria analitica utilizados. Esse olhar voltado para o curriculo do ensino médio
ndo diminui a importancia que damos a apresentacao dos fractais, sobretudo porque considera-
mos sua representacdo semidtica como algo critico, afinal s@o objetos definidos de modo geral
“no infinito".

Na secdo 3 a seguir, discorremos sobre uma possivel integracdo entre formas fractais e
um contetdo da geometria analitica. Adiantamos que diversos padrdes fractais foram explora-
dos (ao final, na secdo 3.5, elencamos uma lista contemplando alguns deles) e as possibilidades
se mostraram inesgotaveis, seja porque indmeras abordagens ou caminhos florescem durante a
busca por uma descri¢ao algébrica, seja porque a escolha do fractal a ser estudado € arbitréria,
isto €, as op¢Oes de escolha € ilimitada. Dito isso, optamos por delimitar a descricdo, no que

segue, apenas ao que foi desenvolvido sobre o fractal conhecido como curva de Koch.

3 GEOMETRIA ANALITICA, FRACTAIS E COMPUTACAO

A geometria analitica se associa com a computacdo de uma maneira muito natural, afinal
a primeira se concentra na descoberta de representacdes algébricas para objetos essencialmente
geométricos, enquanto que a segunda, acompanhada de uma boa biblioteca gréfica, com poucos
comandos pode reverter a representacdo a forma inicial, isto €, a geométrica. O percurso das

conversdes € o dado conforme Figura 1.

Figura 1 — Percurso das conversoes dos registros de representacao semioética

Registro Registro Registro
Geométrico Algébrico Computacional

Fonte: Os autores (2022).

3.1 Geometria Analitica

Quais aspectos da geometria analitica secundarista sdo necessarios para se estabelecer
uma discussdo razodvel envolvendo fractais? E incrivel que os conceitos iniciais bdsicos as-

sociados as coordenadas cartesianas no plano, combinados com trigonometria bdsica, sejam
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suficientes para realizar a construcao de alguns dos fractais mais famosos. A correspondéncia
entre pontos do plano e pares ordenados, o fato de que segmentos de reta sdo definidos por
seus pontos inicial e final, o cdlculo da distancia (cartesiana) entre pontos e das coordenadas do

ponto divisor de um segmento, estdo entre as ideias exploradas por esta apresentacao.

3.2 Fractais e Geometria Analitica

Seguimos a prética padrdo de abordar a geometria fractal no ensino médio a partir de
exemplos de fractais (BEMFICA; ALVES, 2011; FERREIRA et al., 2021; NASCIMENTO et
al., 2012; PAULA; SOUZA, 2017). Dos varios fractais analisados, destacamos neste texto a
famosa curva de Koch cuja construcio se inicia como o apresentado na Figura 2. Vejamos os

niveis de sua construcao:

i. De inicio (nivel zero), temos um segmento de reta AB de comprimento AB = [ e que, por
simplicidade, consideraremos paralelo ao eixo das abscissas, conforme Figura 2. Usare-
mos a notacdo A} e A7, |, para designar os pontos inicial e final do i-ésimo segmento no

j-ésimo nivel. Nesse caso, temos A? = A e A) = B.

Figura 2 — Esquema da construcdo do primeiro nivel do fractal curva de Koch: a es-
querda, Nivel O e a direita, Nivel 1

A= 4 A= B Al = A9 A M A AL = A9

Fonte: Os autores (2022).

ii. Para obter o nivel 1 da curva de Koch, dividimos o segmento A A em trés partes de mesma
medida, o que implica que cada novo segmento terd um comprimento de / /3. Assentamos
a base de um triAngulo equildtero de lado [/3 sobre o segmento central obtido a partir da
divisdo de A AY, a0 mesmo tempo em que eliminamos esse segmento central, de modo
que chegamos ao primeiro nivel da curva de Koch dada pela segunda imagem da Figura
2. Denotamos os pontos gerados por Aj, A}, AL A} e A}. Pela regra de construgdo desse
fractal, os quatro segmentos apresentam o mesmo tamanho /3 e além disso, o tridngulo

AJALAL € equildtero. Determinamos os pontos A} e A} a partir do fato de que eles
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dividem o segmento inicial AYAJ na razao® 1/2 e 2, respectivamente:

N (2xA9+xA3 2yAg+yAg) o Al (xA?JFQ“’AS yA?+2yA3), 2)

2\ 3 3 4N 3 3

Resta apenas o ponto A2, que pode ser determinado a partir da altura h = y AL — Yu do
tridngulo retingulo A} M A} (ver marcagdo feita no segundo grafico da Figura 2), em que

M corresponde ao ponto médio do segmento inicial A?A:

T A0 + T 49 V3l
—3 ot )

3)

l
Yay = yu + 5sen , entdo A}

T yao +yag V3l
3o (5) = *

3 2 6

e todos os pontos da construcdo do nivel 1 estdao determinados.

iii. No nivel 2, repetimos os passos do nivel 1 em cada segmento A}A} 4yt =1,---,4, ob-
tendo os novos segmentos de reta A7A? |, 1 < ¢ < 42, todos com tamanho [/9. Ora,
importa-nos investigar os segmentos inclinados, pois para os horizontais procederemos
de maneira anédloga ao item anterior. Na Figura 3 destacamos a constru¢do, no segundo
nivel, efetuada sobre o segmento A} A}, do primeiro nivel. Os pontos A2 e A2 dividem tal
segmento na razdo 1/2 e 2, respectivamente, razao pela qual sdo determinados de maneira

andloga ao disposto na equagdo (2).

Figura 3 — Padrao encontrado no segundo nivel da construcio sobre um segmento incli-
nado 60°: a esquerda, construcio sobre A} Al; ao centro, projecio sobre a pa-
ralela ao eixo z; e, a direita, relacées angulares

Fonte: Os autores (2022).

Encontramos o ponto A% analisando as relagdes angulares desses novos segmentos. Pro-
jetando o ponto A2 ortogonalmente sobre a paralela ao eixo das abscissas passando por
A2, obtemos o ponto O’ e o tridngulo retingulo A20’ A2, conforme segundo grafico da
Figura 3. Uma vez que o dngulo ZA2A20’ e o segmento A%ZA2 medem 60° e (21)/9,

respectivamente, temos que da relagdo trigonométrica cos 60° = A20’/A2AZ, tiramos

0 contetido presente aqui é aquele relacionado com o célculo das coordenadas do ponto divisor C(x3,y3) de

um segmento definido por A(z1,y;) € B(x2,y2) a uma razio r, cuja férmula é (IEZZI, 1977): x5 = “1E722 ¢

1+r
_ ytry
Ys ER
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que A20’ = 1/9 e de modo especial A20’ = A2AZ. Também encontramos o angulo
LA2AZ0’ = 30°. Pela defini¢do desse fractal, o angulo ZAZAZ A2 também mede 60°
e disso concluimos que o segmento A2AZ € ortogonal ao segmento O’ A2 (ver terceiro

gréfico da Figura 3).

Diante dessas observagdes, concluimos que o quadrildtero A20’A2A2 é um retingulo
com lados paralelos aos eixos do sistema cartesiano, e por isso, a abscissa do ponto A?

corresponde a de A% e, do mesmo modo, sua ordenada € idéntica a de AZ.

Consideracdes semelhantes podem ser feitas com relagdo a construgdo realizada sobre o
segmento A} A} inclinado 120° (ver graficos constantes na Figura 4). Os pontos divisores
A3, e A2, podem ser calculados como em (2). Resta o ponto A?;. Comegamos projetando
A2, ortogonalmente a reta paralela ao eixo x, que passa sobre A%,, obtendo o ponto O”.
Entdo, uma vez que £ A% A3,0" = 60° e A3 A2, = (21)/9, da relagdo trigonométrica
cos60° = O"A2, /A2 A2,, concluimos que O”A2, = 1/9, o que implica que 0" A2, e

A3, A%, possuem mesma medida [/9.

Figura 4 — Padrao encontrado no segundo nivel da construcio sobre um segmento incli-
nado 120°: a esquerda, construciio sobre A}A}; ao centro, projeciio sobre a
paralela ao eixo z; e, a direita, relacoes angulares

2
A9
2
A2 ATy
10
2
Alp
A2

Fonte: Os autores (2022).

Encontramos o angulo £ A}, A2 0" = 30° do fato de que ZA};A3,0” = 60°, além disso,
sabemos que £ A?,A% A2, também mede 60°. Desses fatos concluimos que o segmento
A2 A2, é ortogonal ao eixo das ordenadas. Essas relagdes implicam que o quadrildtero
O" A3, A%, A3, trata-se de um retdngulo com lados paralelos ao eixos das abscissas e das
ordenadas, e por isso, as coordenadas de A%, podem ser obtidas pela andlise de A%, e A%,

(ordenada de A%, e abscissa de A%,).

iv. Os préximos niveis sdao todos casos particulares dos anteriores. Observe, por exemplo, que
no nivel 3, devemos realizar uma construgdo sobre o segmento AZA? (vide Figura 3), cuja
inclinacao em relacdo a horizontal € de 120° e por isso pode ser tratado como o segmento

AL A} (Figura 2), de mesma inclinagdo.

Como o fractal curva de Koch é composto por segmentos de reta, que sdo determinados
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pelos pontos inicial e final, concluimos neste estigio, a passagem da representacdo geométrica,
o fractal no j-ésimo nivel de construcdo, para uma sua representacao algébrica (vide diagrama

presente na Figura 1).

3.3 Computacao

O préximo estagio € a conversao para o registro de representacao computacional, isto €,
a traducdo e adaptacio daquilo que foi descoberto na se¢ao 3.2 para uma linguagem de progra-
macao. Da discussdo anterior notamos que nao fazemos outra coisa a nao ser recursivamente
operar sobre um segmento a fim de se produzir outros quatro novos segmentos. Basta entdo
definirmos uma funcao (na linguagem de programacgdo), que realize essa operacdo de gerar 4
segmentos a partir de outro dado e aplicd-la, tantas vezes quantas forem conveniente ou possi-
vel, dado o limite computacional. O Algoritmo 1 expressa a estrutura dessa fungdo recursiva ao

mesmo tempo em que resume as discussdes da secdo 3.2.

Algoritmo 1: Algoritmo fundamental para a construc¢do da curva de Koch.

1: Entrada: Vetores de abscissas z = (x Aly T Ag+1) e ordenadas y = (y ais Y A‘Z+1) das coordenadas

do segmento (orientado) Ag Ag 41, comprimento [ do segmento inicial AB, nivel j da construgao.

2: Saida: Vetores X e Y das coordenadas de cada segmento da nova curva no nivel j + 1.
3: Az =9 — 21, Ay = yo — 11, @ = |Az|/Azx
4. if Ay =0 then
5 X — 1, 2$1+f£27 I1+£172’ I’1+2I’2,$2
3 2 3
2y1 +y2 V31 Y1+ 2y
6: Y = , — )
<y1 3 Y1+ o 5 35 3 Y2
7: else
8 if AxAy > 0 then
< 21‘1 + Xro xr1 + 21‘2 )
9: X1, , L1, 3 y L2
. 21 + y2 y1+2y2 Y1+ 2y2
10: U1, ) ) Y2
3 3
11: end if
12:  if A:cAy < 0 then
2ry + a9 -|- T2 1 + 229
13: Ty, , T2, 3 T2
. 2y, + vz 21 +y2 Y1+ 2y0
14: Y1, 9 s Y2
3 3
15: end if
16: end if

17: Retorna X,Y.

Fonte: Os autores (2022).
Conforme as discussdes da se¢ao anterior, existem trés tipos de segmentos que estao evi-
dentemente contemplados no referido algoritmo e que foram considerados convenientemente,

para fins de programac¢do, como segmentos orientados:

i. Segmentos orientados horizontais ou de inclinagdo nula: estdo expressos no Algoritmo 1

pela primeira condicdo Ay = 0, isto €, se a variagdo das ordenadas do segmento dado for
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nula, entdo trata-se de um segmento horizontal. Aten¢do ao coeficiente « representando
o sinal de Ax. Esse coeficiente ajusta o acréscimo da ordenada y,,: se a > 0, entdo o
segmento (orientado) avanga para a direita e a ordenada y ,; deve aumentar em (vV31)/(2-
3™) unidades (como na Figura 2); por outro lado, no caso dze a < 0, situag@o que ocorrerd
apos o 3° nivel, entdo o segmento (orientado) avanga para a esquerda e devemos subtrair
(v/31)/(2 - 3") unidades da ordenada y 4>

ii. Segmentos com inclinagdo de 60°: expressos pela segunda condi¢do AzAy > 0. Ob-
servemos junto 2 Figura 3 que, para o segmento (orientado) AZAZ2, temos as seguintes
variagdes: Az = w42 — 2 > 0e Ay = yu2 — yy2 > 0. Para o outro segmento
(orientado) A%, A%, (Figura 4), temos as seguintes variagdes: Ax = z a2, —xp2 <0e
Ay =y A2, — Yaz, < 0. Ambos os segmentos possuem 60° de inclinagdo e satisfazem a

condic¢do avaliada;

iii. Segmentos com 120° de inclinagdo: expressos pela tltima condigdo AxAy < 0, seguem as

mesmas observagdes do item anterior.

Na verdade, a funcdo descrita pelo Algoritmo 1 fornece as coordenadas inicial e final
dos novos segmentos. Assim, dado um segmento horizontal AB arbitrario definido pelos pontos
inicial A e final B, tal fungao fornece as coordenadas dos 5 pontos que definem os 4 novos seg-
mentos e, aplicada novamente nesses quatro segmentos, fornece os 17 pontos relativos aos 16
novos segmentos e assim por diante. Esse processo recursivo foi implementado na linguagem
python de programacgdo e requer como dados de entrada apenas as coordenadas do segmento
inicial (horizontal) AB e o nivel j de construcio que se pretende observar. Na Figura 5 apre-
sentamos os resultados graficos produzidos pelo referido cédigo computacional, entrando com
as coordenadas A(0,0) e B(1,0) e niveis j = 1,2,--- , 6.

Figura 5 — Niveis de construcao (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva de Koch, tomando o
segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)

Fonte: Os autores (2022).

3.4 Generalizacao

A prépria natureza dos fractais assegura o exercicio de busca por padrdes e regulari-

dades. A abordagem deste trabalho consiste em representar computacionalmente esse padrdo.
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Este € o significado do Algoritmo 1: ele resume o padrao computacional da formacgao do fractal
curva de Koch, pois expressa a funcdo que deve ser utilizada em cada nivel de construcdo. A
partir do programa desenvolvido, surgiu o interesse e a oportunidade de se realizar outro tipo
de generalizacdo: variar a curva de Koch a partir de uma modificagcdo no primeiro nivel de sua
constru¢cdo (mantendo-se, portanto, o nivel zero como um segmento de reta horizontal).

Perguntamo-nos o que aconteceria, ou melhor, que curva obteriamos se substituissemos
o salto triangular do primeiro nivel (veja graficos na Figura 2), por um salto quadrangular, ou
pentagonal, ou hexagonal, etc. Nao apresentaremos o desenvolvimento desta generalizagdo,
apenas algumas das formas encontradas, que chamamos de curva n de Koch, onde 2 < n € N
representa o nimero de lados do poligono regular utilizado no salto. Evidentemente, a fung¢ao
(computacional) generalista como deve ser, fornece a curva de Koch padrdo e os gréficos cons-
tantes na Figura 5, caso n seja tomado como 3. Apresentamos, para fins de ilustragdo, junto
as Figuras 6, 7, 8,9, 10 e 11, as construcdes dos niveis 1,2, --- |6 das curvas n de Koch com
n=4,5,---,9. O leitor interessado pode acessar o c6digo produzido’ e brincar com as formas
geradas pelo programa (como seria o fractal gerado tomando-se n igual a 50 ou a 100 ou a
2007).

Figura 6 — Niveis de construcao (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva 4 de Koch, tomando
o segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)
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Fonte: Os autores (2022).

3.5 Contexto de Desenvolvimento

Um questionamento natural que pode surgir, diante do exposto, € a viabilidade da sua
execucao no nivel do ensino médio dada a complexidade do desenvolvimento apresentado, adi-
cionada ainda a necessidade de habilidades de programacdo de computadores. De fato, as
condicdes de trabalho em sala de aula associadas ao tempo, a recursos materiais ou mesmo

a disposicao de uma ementa por vezes rigida, podem de fato comprometer a implementagdo

70 pseudocédigo programado em linguagem pyt hon pode ser obtido e avaliado no enderego: <https://github.com/
Welitondpm/Projeto-Fractal/blob/master/Fractals/koch.py>.
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Figura 7 — Niveis de construcio (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva 5 de Koch, tomando
o segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)
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Fonte: Os autores (2022).

Figura 8 — Niveis de construcio (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva 6 de Koch, tomando
o segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)
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Fonte: Os autores (2022).

de atividades elaboradas da maneira como foram expostas acima e necessitariam, portanto, de

serem adaptadas.

Projetos extracurriculares podem, adicionalmente, configurarem-se como ambientes muito

favordveis para sua execucdo. Essa afirmacdo baseia-se no fato de que o exposto nessas notas

correspondem a algumas das experiéncias adquiridas ao executarmos um projeto de iniciacao ci-

entifica em parceria com discentes do primeiro ano do curso Técnico em Informética Integrado

ao Ensino Médio. Salientamos que encontramos terreno fértil para sua implantacdo, visto que
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Figura 9 — Niveis de construcio (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva 7 de Koch, tomando
o segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)
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Fonte: Os autores (2022).

Figura 10 — Niveis de construcao (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva 8 de Koch, tomando
o segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)
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Fonte: Os autores (2022).

habilidades de programacao sdo naturalmente desenvolvidas nesse curso, a0 passo que as intui-
coes e os programas foram todos desenvolvidos pelos discentes que trabalharam no projeto. O
que fizemos neste texto foi apenas formalizar e descrever suas construc¢des, no que tange apenas

ao fractal curva de Koch (muitas outras formas fractais foram exploradas).
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Figura 11 - Niveis de construcao (do 1 ao 6) relativos ao fractal curva 9 de Koch, tomando
o segmento inicial (ou de nivel 0) horizontal de coordenadas A(0,0) e B(1,0)
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Fonte: Os autores (2022).

Seguimos, resumidamente, o seguinte roteiro:

* Pelo fato do projeto estar associado ao ensino médio, a introducdo ao tema seguiu o
formato padrdo: mostramos por meio de figuras e imagens, sobretudo da natureza, que
existem objetos com propriedades que ndo se encaixam no que dispde a geometria eu-
clidiana e que sdo chamadas, portanto, de geometrias ndo-euclidianas, sendo a geometria
fractal uma delas. Apds a breve apresentagdo, cujo intuito era apenas o de contextuali-
zar e fornecer palavras-chaves, os discentes realizaram uma pesquisa bibliogréfica sobre:
i) o que distingue a geometria euclidiana da geometria fractal; ii) os fractais pioneiros
ou cldssicos; iii) conceitos associados a geometria analitica: sistema cartesiano, ponto,

distancia, reta, segmento de reta e circunferéncia;

¢ Caracterizar a estrutura dos fractais selecionados: calculo da dimensao fractal, nimero de
segmentos, comprimento de cada unidade de segmento, perimetro e drea delimitada pelo

fractal;

 Selecionar alguns dos fractais pesquisados para desenvolver expressoes algébricas que
determinem sua estrutura (conexdo entre geometria fractal e geometria analitica), em
seguida, construir programas em linguagem computacional python simulando-os. Na

medida do possivel, construir, por programacao, fractais inéditos.

Durante a execucdo do projeto, os discentes construiram programas para uma varie-
dade de fractais, dentre os principais podemos citar: conjunto de Cantor, triangulo de Sier-

pinski (quatro variacOes); tapete de Sierpinski, curva do Dragdo; curva de Hilbert; curva de
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Koch (apresentada neste texto, com 4 reformula¢des/modificagcdes, incluindo sua generalizagcdo
também apresentada neste texto); floco de neve ou ilha de Koch (incluindo sua generalizagdo
andloga ao que foi exposto); arvore fractal; esponja de Menger e conjunto de Mandelbrot. O
leitor interessado pode acessar os codigos, desses e de alguns outros fractais, no repositorio
<https://github.com/Welitondpm/Projeto-Fractal>.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho buscou evidenciar a possibilidade de se articular as geometrias analitica e
fractal, a partir de um enfoque aliado a computacdo. A proposta foi motivada pela razoabilidade
de se abordar os fractais a partir de outra perspectiva, além daquela pautada na andlise das
formas ou das propriedades de dimensao, perimetro e drea que, fazendo justica, nao julgamos
apenas serem interessantes mas também necessdrias durante a introdu¢do dessa geometria.

Reconhecemos que o cardter interdisciplinar adotado, bem como as condic¢des de tra-
balho numa sala de aula regular, poderiam traduzir-se em dificuldades de execug¢do, visto que
tempo e habilidades de programacao foram indiscutivelmente requeridos. Uma maneira de miti-
gar essas questoes seria (e foi o que fizemos) implementar esta proposta na forma de um projeto
extracurricular, em um curso técnico no qual a programac¢do de computadores fosse natural.
Dessa forma, justificamos e garantimos sua viabilidade, a0 menos como projeto extracurricu-
lar, a partir da experiéncia vivenciada, demonstrada e comprovada pelos diversos programas
construidos e disponiveis ao publico (conforme secao 3.5).

Amparados pela teoria dos registros de representacdo semiética de Raymond Duval,
afirmamos que a proposta apresentada ndo se preocupa apenas com a inser¢ao do discente do
ensino médio no contexto da pesquisa em matemdtica, mas procura colaborar para que consiga
utilizar as representacdes matematica e computacional e apreender as compreensdes das ideias
que elas expressam, com o intuito de corroborar com a ampliacdo de sua capacidade de resolver

problemas, comunicar e argumentar, enfim, de pensar matematicamente (BRASIL, 2017).
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