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Resumo

Os conceitos estudados na disciplina de Algebra Linear sdo explorados em diferentes apli-
cacdes de outras dreas da Matematica, Engenharia, Economia, Biologia, Estatistica, dentre
outras. Essa interdisciplinaridade representa uma oportunidade para a utilizacdo de meto-
dologias ativas. Nesse sentido, a proposta deste trabalho € uma atividade estruturada no
método sala de aula invertida, abordando conceitos de Algebra Linear aplicados ao tema
Cadeia de Markov e fazendo uso de tecnologias digitais de informagdo e comunicagéo atra-
vés do Octave. Para o desenvolvimento da atividade, procurou-se aplicar as agdes sugeridas
pela taxonomia de Bloom. Este trabalho pode ser utilizado como um direcionamento para
docentes que se interessem pelo método sala de aula invertida.
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Abstract

The concepts covered in Linear Algebra can be explored in different applications in math-
ematics, engineering, economics, biology, and statistics, among other areas. This inter-
disciplinarity represents an opportunity for the use of active learning methodologies. In
this context, we present a structured activity with flipped classroom method. This activity
approaches concepts of Linear Algebra applied to the Markov Chain and uses digital in-
formation and communication technologies with Octave. For the activity development, we
tried to apply the framework suggested by Bloom’s taxonomy. This work can be used as a
reference for teachers interested in flipped classroom method.

Keywords: Markov chains. Active learning methodologies. Flipped classroom. Digital

Information and Communication Technologies.
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1 INTRODUCAO

Metodologia ativa (ou estratégia de aprendizagem ativa) é qualquer pratica pedagégica
na qual o discente € o sujeito ativo do seu processo de aprendizagem. O ambiente de aprendiza-
gem, nesse formato de ensino, ndo € estruturado no docente como um transmissor de informa-
coes e posterior atuacdo do discente somente com a realizac@o de atividades de repeti¢ao. Para
Santos e Soares (2011), a mera transmissdao de informagdes ndo mais caracteriza um processo
eficiente de ensino-aprendizagem. A participacdo ativa ocorre em um ambiente de aprendi-
zagem que engaja o discente em situagdes que o estimulem a produzir significados para os
conceitos em construcdo e a interpretar tais significados por meio de um contexto (FILHO et
al., 2019). Assim, o docente desempenha um papel fundamental nesse processo porque tem
como responsabilidade planejar, implementar e conduzir a¢des visando a aprendizagem dos
discentes. Nesse sentido, Filho er al. (2019) destacam a necessidade de o docente refletir sobre

a sua concepg¢do de aprendizagem:

[...] € preciso que o docente tenha claro, para si mesmo, se a aprendizagem
se resume a2 memoriza¢do de conteidos fragmentados e ndo contextualizados,
..., ou se requer a compreensdo da realidade, com base em observacao questi-
onadora e possibilidade de argumentacdo, que permita produzir e estimular a
capacidade de criar e recriar.

Um aspecto importante para obter sucesso com o uso de metodologias ativas, frisado
por Morén (2015), consiste em se ter bem claro quais as competéncias que o docente almeje
que os alunos desenvolvam com a aula ou atividade. Mitre et al. (2008) citam como algumas
dessas competéncias, a criatividade, o desenvolvimento de senso critico, a capacidade de au-
toavaliacdo, habilidades de trabalho em equipe, entre outras. Os requisitos necessarios para o
desenvolvimento das competéncias sdo evidenciados nos resultados de aprendizagem, os quais
devem ser definidos pelo docente. Esses resultados, segundo Filho et al. (2019), estdo relaci-
onados aos processos de ensino, de aprendizagem e de avaliagdo. A Taxonomia de Bloom é
um recurso que pode ser utilizado pelo docente para definir os resultados de aprendizagem em
uma disciplina/unidade curricular ou conteido. Esses devem ser definidos na forma de acdes,
as quais representam o que o discente devera ser capaz de fazer ao final de uma aula ou dis-
ciplina. A Taxonomia de Bloom auxilia também no planejamento e definicdo das estratégias
de ensino que devem ser adotadas, as quais conduzirdo o discente no alcance dos resultados
de aprendizagem desejados. Essa taxonomia considera que o que € esperado que o discente
aprenda, definido nos resultados de aprendizagem, pode ser estruturado em niveis hierdrquicos
de complexidade do menor para o maior: lembrar, entender, aplicar, analisar, avaliar e criar. Os
niveis da Taxonomia de Bloom sdo apresentados aqui de forma resumida apenas para ilustrar a
sua aplicacdo no contexto de metodologias ativas. Para uma leitura detalhada sugere-se (FILHO
et al.,2019; FERRAZ; BELHOT, 2010; ZHANG; YUAN; YU, 2019).

Dentro do contexto de metodologias ativas, surgem as ideias de aprendizagem colabo-

rativa e cooperativa. Segundo Lovato, Michelotti e Loreto (2018), alguns autores consideram
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esses termos como sindnimos. Costa (2005 apud LOVATO, MICHELOTTI e LORETO, 2018)
aponta que na cooperacao, hd ajuda mutua na execu¢do de tarefas, permitindo relacdes desi-
guais e hierdrquicas entre os participantes do grupo enquanto na colaboragdo esta lideranga é
compartilhada na execugdo das tarefas. Segundo Lovato, Michelotti e Loreto (2018) a sala de
aula invertida se caracteriza como uma forma de aprendizagem colaborativa.

Valente (2014 apud LOVATO, MICHELOTTI e LORETO, 2018) descreve a sala de aula
invertida como uma modalidade de aprendizagem eletronica (E-learning) em que o conteido e
instrucdes seriam estudados de forma online e a sala de aula utilizada para que, de forma cola-
borativa, se trabalhe o conteudo ja estudado. Segundo Cook (2007), o E-learning também pode
ser traduzido como educacao distribuida, educacgao eletronica ou instru¢do on-line e segundo
Rocha, Joye e Moreira (2020), o E-Learning € o termo geral para todo tipo de aprendizado
suportado por software.

Existem autores que apresentam uma defini¢do mais abrangente para a sala de aula in-
vertida, como € sugerido por Filho et al. (2019), Awidi e Paynter (2019). Para esses autores, na
sala de aula invertida, o modelo tradicional € reestruturado para que o discente estude o con-
teudo com antecedéncia e desenvolva as atividades durante a aula. Nesse sentido, o formato de
sala de aula invertida representa também uma grande oportunidade para se introduzir e traba-
lhar com ferramentas de tecnologias digitais de Informacao e Comunicagdo (TDIC). As TDICs
sdo caracterizadas segundo Marques e Neto (2017 apud SOUZA, 2021) pelo uso de tecnologias
digitais como celular, computador e dispositivos que possam ter acesso a internet.

No contexto deste trabalho, a proposta de atividade no formato sala de aula invertida
considera o direcionamento apresentado em Filho et al. (2019), o qual descreve em detalhes
os momentos Pré-aula, Aula e Pés-aula, bem como diferentes métodos que podem ser incor-
porados nessa estrutura de aula. Especificamente, utiliza-se do método Grupo com Tarefas
Diferentes (GTD), associado ao formato de sala de aula invertida, para mostrar uma aplicag¢do
de contetdos relacionados & Algebra Linear. O tema da atividade é Cadeia de Markov, o qual
exige como requisto bdsico o conhecimento sobre produto matricial, resolu¢do de sistema li-
near e noc¢do de probabilidade. Destaca-se também o aspecto computacional da proposta de
atividade, na qual os problemas selecionados permitem explorar o software Octave no processo
de resolucdo. A estrutura de atividade proposta neste trabalho € direcionada para docentes que
atuam na disciplina de Algebra Linear. Entretanto, considera-se que as ideias apresentadas aqui
podem ser utilizadas como um direcionamento para docentes que atuam em outras dreas € que
ainda ndo utilizam o método sala de aula invertida.

Por fim, o restante deste trabalho € organizado conforme a estrutura a seguir. A Secao 2,
considerada como o material Pré-aula, apresenta o tema Cadeia de Markov em uma escrita aces-
sivel 2 discentes da disciplina de Algebra Linear. A Secdo 3 descreve a proposta de atividade
deste trabalho, incluindo detalhes dos momentos Pré-aula, Aula e Pés-Aula. Sdo apresentados
também exemplos de problemas que podem ser selecionados. As etapas de resolucdo destes
problemas, utilizando o software Octave, sdo detalhadas na Secdo 4. As consideracdes finais

sdo apresentadas na Secdo 5.
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2 CADEIA DE MARKOV

Esta secdo apresenta uma breve introdug@o dos conceitos relacionados a Cadeia de Mar-
kov e que sdo fundamentais a resolu¢ao dos problemas relatados na Se¢do 3.1. Destaca-se que
essa abordagem evita o uso de notagdes especificas da teoria de probabilidade presentes na li-
teratura (MAGALHAES, 2006; ROSS, 2010; MONTGOMERY:; RUNGER, 2012). O interesse
aqui é apresentar este contetido em uma linguagem acessivel a discentes da disciplina de Alge-
bra Linear que, usualmente, ainda ndo cursaram nenhuma disciplina da 4rea de probabilidade.
Dessa forma, sugere-se este topico como o material Pré-aula da atividade proposta na Secdo 3.
Para atender a esta finalidade, considera-se adequado abordar o tema desta secdo a partir de
uma nog¢ao sobre varidvel aleatoria e processo estocdstico. A descri¢do a seguir adota como
principais referéncias (BARBETTA; REIS; BORNIA, 2010; KOLMAN; HILL, 2011; ANTON;
RORRES, 2012; HILLIER; LIEBERMAN, 2013; TAHA, 2008).

De forma resumida, uma varidvel aleatéria pode ser compreendida como uma varia-
vel em que o resultado (valor mensurado em uma dada escala de medida) depende de fatores
aleatorios (fator sorte). No contexto deste trabalho, um processo estocdstico é definido como
um conjunto de varidveis aleatorias { X1} = {Xo, X1, Xo, ...} (o indice k pertencendo a um
conjunto 7" C N). Na prética, a varidvel aleatéria X representa uma caracteristica mensuravel

de interesse no instante k. Por exemplo:

X}, : ndmero de unidades disponiveis de um produto no estoque de uma loja no dia k;
X} : qualidade do ar de uma cidade no dia k;
X}, : condigdes de uso de uma maquina no final do dia k;

X}, : tipo de transporte utilizado pela populagdo de uma regido no ano k.

Em um processo estocdstico, a varidvel aleatoria X, representa o estado do processo
no instante k. Considera-se aqui somente 0 caso em que O processo estocdstico possui um
numero finito de estados 1, ..., n. O Exemplo 2.1 ilustra um processo estocdstico que descreve

o comportamento de um sistema (fendmeno em estudo) que opera ao longo de algum periodo.

Exemplo 2.1 Um veiculo de transporte de cargas € inspecionado no inicio de cada semana e
sua condicao de uso € caracterizada como Bom, Razodvel, Ruim ou Quebrado. Para a semana

k, o processo estocdstico para esta situacdo pode ser representado como

0, se a condi¢do for Quebrado
1, se a condicao for Ruim
2, se a condicao for Razoavel

3, se a condi¢do for Bom

com os estados possiveis Bom(3), Razoavel(2), Ruim(1) ou Quebrado(0).
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Definicdo 2.1 Um processo de Markov ou Cadeia de Markov é um processo estocdstico com
um numero finito de estados cuja probabilidade de o processo estar em um determinado es-
tado, em um dado periodo de observagdo, depende apenas do estado no periodo de observagao

imediatamente anterior.

Definicdo 2.2 Considere um processo de Markov com estados possiveis 1,...,n. A Proba-
bilidade de Transi¢do do estado j, numa etapa anterior (k — 1), para o estado ¢ em qualquer

periodo de observagdo k € denotada por p;;.

Para a Cadeia de Markov na Defini¢cdo 2.2, a matriz a seguir

Estado Anterior

j=1 7=2 Jj=n
P11 D12 Pin 1=
p p p L= @)
P = 2 2 an Novo Estado.
Pn1 Pn2 Pnn 1=n

€ chamada de Matriz de Transi¢do da Cadeia de Markov, para a qual assume-se aqui que p;;
ndo se altera com o decorrer do tempo. Note que no elemento p;; da matriz P em (2) o indice
j (indice da coluna) representa o estado anterior, enquanto que o indice ¢ (indice da linha)
representa o novo estado. Assim, p;; € a probabilidade que o processo vai continuar no estado
1 imediatamente ap6s ter sido observado no estado 1, p3o € a probabilidade que o processo vai
mudar do estado 2 ao estado estado 3, e assim por diante.

Em (2) tem-se que cada coluna j = 1,...,n de P € um vetor de probabilidade, isto €,

satisfaz

pij+poyt ...+ pp =1
e 3)
pij > 0,paratodoi = 1,...,n.
O interesse agora € na probabilidade de ocorréncia de cada um dos n estados em um

dado periodo futuro de observacdo k£ > 0, representada pelo vetor de estado a seguir

k
)
(k)
- )
V=] “)
k
e
Em (4), o elemento pl(.k), com: = 1,...,n,éa probabilidade de que o processo esteja no estado
0
Py’
i no periodo de observacdo k. Para a k = 0, o vetor vy = i ¢ chamado de vetor de
Pt
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estado inicial da Cadeia de Markov.
Considerando uma Cadeia de Markov com n estados e respectiva Matriz de Transi¢ao
(2), o vetor de estado no periodo de observagdo (k + 1) pode ser determinado a partir do vetor

de estado do periodo de observacdo k£ de acordo com (5) a seguir,
V1) = Py (5)
Observe que da Expressao (5) segue que,

Vi = P\70
¥, = PV, =P-(P%) = P%,
: (6)

\_;k; - PkVO

Assim, a partir do vetor de estado inicial v, e da Matriz de Transi¢cdo P determina-se o vetor de

estado de qualquer periodo de observacao futuro k.

Exemplo 2.2 Neste exemplo, adaptado de Kolman e Hill (2011), considera-se uma cidade
metropolitana que implementou um sistema de transporte de metro, o qual ja estd em funciona-
mento. As autoridades responsdveis realizaram estudos que previram o percentual de pessoas
que mudardo para o transporte de metrd (M) ou que continuardo a dirigir seus automoveis (A).

Os estudos em questao resultaram na seguinte matriz de transicao:

Este Ano
M A
2 M
P = 0,70 0,20 Préximo Ano.
0,30 0,80 | A

Suponha que a populagdo desta regido permaneca constante. Considere ainda que, inicialmente,
25% das pessoas usam o transporte de metrd e 75% usem seus automéveis. Qual o percentual

de pessoas que estardo usando o transporte de metrd apds 3 anos?

0,25

. Ap6s 1 ano,
0,75

Solucdo: O vetor de estado inicial da Cadeia de Markov é vy = [

0,70 0,20] [0,25_ [0,325

o vetor de estado é V; = P -V, = [ ] . Em 2 anos, tem-se

0,30 0,80 0,75 0,675
0,70 0,20 0,325 0,3625
Vo =P -V, = ’ ’ . ’ = ’ . O vetor de estado apds 3 anos é
0,30 0,80 0,675 | 0,6375 |
- . 0,70 0,20 0, 3625 0,38125 )
V3 =P vy = . = . Assim, o percentual de pessoas
0,30 0,80 0,6375 0,61875

que estardo usando o transporte de metr6 apds 3 anos € aproximadamente 38%.
No contexto deste trabalho considera-se somente os casos em que a Matriz de Transi¢ao

P € regular, isso €, todos os elementos de alguma poténcia de P sdo positivos. Para este tipo de
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Cadeia de Markov € possivel obter o vefor de estado estaciondrio, o qual representa quando o
processo alcanca o equilibrio. Assim, o vetor de estado estaciondrio mostra 0 comportamento
do processo de Markov a longo prazo. Mais detalhes desse conceito sao apresentados em (KOL-
MAN; HILL, 2011). A seguir sdo descritos de forma resumida os passos para encontrar o vetor

de estado estaciondrio em um processo de Markov com n estados e matriz de transi¢do regular.

Definicao 2.3 Seja uma Cadeia de Markov com n estados e matriz de transi¢do regular P. O
vetor de estado estaciondrio do processo de Markov € o vetor de probalidade V que satisfaz a
Equacao (7)

(I, — PV =3 (7)

onde I,, é a matriz identidade ordem n, vV é um vetor coluna (matriz coluna) n x 1 e 0 é o vetor

coluna nulo (matriz coluna nula) n x 1.

Assim, para encontrar o vetor de estado estaciondrio nos termos da Defini¢cdo 2.3 resolve-
se primeiro o sistema linear homogéneo na Equacdo (7). Em seguida, determina-se entre as in-

finitas solucdes deste sistema a inica solucdao em que as componentes satisfazem a Equacgao (3).

Exemplo 2.3 Encontre o vetor de estado estaciondrio para o processo de Markov descrito no

Exemplo 2.2.

Solucdo: O sistema linear homogéneo associado ao processo de Markov é da forma a

seguir,
(I,—P)-V = &
10 0,70 0,20 w] o (8)
01| |0,30 0,80]) w] -
Assim,
0,30 v, —0,20-v5 = 0

= U1:O,6667‘U2
—0,30 -1, 4+0,20-v5 = 0.

e considerando as condi¢des em (3), tem-se que 0, 6667 - v, +vy, = 1 = vy = 0,60 e v; = 0, 40.
0,40

Y

O vetor de estado estaciondrio é entdo Vv = . A'longo prazo 40% da populagdo utilizara

Y

o transporte de metrd.

3 PROPOSTA DE ATIVIDADE

Esta secdo apresenta uma proposta de atividade, a ser desenvolvida através da metodo-
logia “Sala de Aula invertida”, no contexto da disciplina de Algebra Linear e com o uso do
software Octave (OCTAVE, 2020) como um recurso auxiliar no processo de resolucdo. Para
essa atividade considera-se uma aplicagdo sobre Cadeia de Markov, a qual permite explorar
conceitos de produto matricial, resolu¢do de sistema linear e no¢do de probabilidade. Nesse

sentido, o desenvolvimento da atividade requer um conhecimento prévio de tais conceitos por
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parte dos discentes. No que diz respeito ao uso do Octave, de fato € necessario que o docente da
disciplina possua um contato com esta ferramenta computacional para ser possivel orientar os
discentes nesse aspecto. Como material de apoio acerca do uso do Octave em Algebra Linear
sugere-se o livro (VALADAO et al., 2022), o qual apresenta, de uma forma didética, vérias
atividades que permitem utilizar este software como um recurso auxiliar no processo de reso-
lucdo. Entretanto, ressalta-se que é possivel uma adaptacdo em algumas etapas da atividade e
desenvolvé-la sem o uso do Octave. A Secdo 4 apresenta as orientacdes necessdrias para a etapa
envolvendo o Octave.

A estrutura dessa atividade considera como principal orientacdo a abordagem descrita
em Filho et al. (2019), a qual apresenta em detalhes como organizar cada uma das etapas de
uma sala de aula invertida e diferentes estratégias que podem ser empregadas. Os tépicos a
seguir descrevem os momentos Pré-aula, Aula e Pés-aula adaptados para o contexto do conteudo
envolvido na atividade. Um detalhe importante € que essa atividade deve ser realizada apds
aulas que abordam resolugdo de sistema de equagdes lineares pelos métodos de Gauss-Jordan e

Eliminagdo Gaussina.
Pré-aula

Neste periodo de preparagdo para a Aula o discente deve ter acesso com antecedén-
cia ao conteido, bem como o material e respectivas orientagcdes de estudo acerca do
tema. Especificamente, o material em questido deve contemplar os seguintes topicos:
definicdo de processo de Markov (ou cadeia de Markov), matriz de transi¢do, vetor
de estado do processo de Markov, definicao do sistema linear homogéneo associado
ao cdlculo do vetor de estado estaciondrio. Como materaial Pré-aula sugere-se o
texto da Se¢do 2 deste artigo, o qual pode ser complementado pelos livros (KOL-
MAN; HILL, 2011; ANTON; RORRES, 2012; POOLE, 2004; LEON, 2011). Essa
sugestdo ¢ fundamentada pelo fato de tais referéncias serem frequentemente adota-
das, na disciplina de Algebra Linear, em diversas institui¢des de ensino (UFVIM,
2020; UFMG, 2021; UFMT, 2018; UFERSA, 2019). E importante planejar a dis-
ponibiliza¢do do material considerando um periodo de tempo suficiente para os dis-

centes lerem e revisarem o tema.
Aula

No contexto dessa atividade, considerando a proposta de uso do Octave, o docente
deve verificar com antecedéncia sobre a disponibilidade de uso de computador em
sala de aula ou em laboratério de informadtica. As etapas do momento Aula sdo de-

talhadas a seguir.

Etapa 1: nessa etapa o docente apresenta como principais objetivos da atividade:
aplicar o conceito de Cadeia de Markov para determinar probabilidades em algum
periodo futuro de observagdo; reconhecer e utilizar os conceitos de produto ma-

tricial e sistema de equagOes lineares na resolu¢do de problemas sobre Cadeia de
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Markov; utilizar o Octave como um recurso auxiliar na resolugdo de tais problemas;
desenvolver atitudes de participacdo e colaboragdo entre os discentes. Para atingir
tais objetivos os discentes sdo estimulados a fazerem um breve relato acerca do tema
estudado e, em seguida, sdo envolvidos na resolucao de diferentes problemas sobre
Cadeia de Markov. Neste sentido, o docente divide a turma em grupos conforme a
quantidade de problemas selecionados para 0 momento Aula. A Subsec¢ao 3.1 ilus-
tra trés situacdes de problemas que podem ser escolhidos, para o quais a Subsecao 4
apresenta como utilizar o Octave em cada caso.

Etapa 2: nessa etapa segue-se a distribui¢cao de um problema para cada um dos gru-
pos definidos na Etapa 1, os quais devem ser identificados com o respectivo pro-
blema e respectivos discentes. E necessario registrar também a participacio de cada
membro do grupo na resolu¢do do problema. O docente define, em cada grupo, o
discente responsavel por este registro e pode adotar a sugestdo apresentada no Qua-
dro 1. O docente deve acompanhar as discussdes em cada grupo, bem como fazer
sugestdes que considerar pertinente ao direcionamento de resolu¢do do problema.
No contexto desta atividade, o docente pode orientar os discentes a identificarem a
matriz de transi¢cao que representa o problema, bem como qual a informacao que é
solicitada como resposta para o problema. Conforme o tipo de problema do grupo,
o docente pode solicitar aos discentes que observem as condi¢des para o produto
matricial estar definido. Para o caso em que o problema envolva a andlise a longo
prazo, os discentes podem caracterizar o tipo de sistema de equacdes lineares relaci-
onado, bem como discutir sobre 0 método de resolucao que pode ser utilizado. Em
relac@o ao uso do Octave, pode ser necessario que o docente oriente de uma forma
mais detalhada e precisa as ddvidas dos discentes. Ao final desta etapa, apds cada
grupo resolver o seu respectivo problema, o docente recolhe o relatério de registro

de cada um dos grupos.

Quadro 1 - Identificacao e registro das atividades do grupo.

Nome do grupo:

Relator:

Membros do grupo | Contribui¢des para a resolucdo do problema
Discente 1
Discente 2
I : Demonstrou que estudou o tema da aula.

11 : Apresentou sugestdes/comentdrios coerentes com a atividade.
111 : Outras contribuigdes.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Etapa 3: nessa etapa ocorre a formagdo de novos grupos, cada grupo formado com
um discente de cada grupo da Etapa 2. O objetivo agora é que os discentes resol-
vam todos os problemas apresentados na Etapa 2. Assim, a responsabilidade de
cada discente € auxiliar/explicar aos colegas do novo grupo a questao resolvida por
ele no grupo anterior. O docente pode sugerir ao discente, responsavel pela etapa de
explicagdo, que observe todo o processo de resolucdo do problema desenvolvido na
etapa anterior. Propde-se que nessa etapa os discentes entreguem a resolugdo de to-
dos os problemas e realizem também uma autoavaliacdo. O formato de autovaliagdo
escolhido aqui € a On Minute Paper adaptada de (FILHO et al., 2019).

Avaliacao On Minute Paper

Prezado(a) discente,

A aplicacdo desta avaliacdo formativa tem como objetivo verificar o seu enten-
dimento sobre os assuntos abordados nesta atividade. Por gentileza, responda

as seguintes questoes.
1) Ap6s esta aula vocé se sente capaz de:
() Identificar os estados de uma Cadeia de Markov.

() Aplicar o conceito de Cadeia de Markov para obter a probabilidade de cada

estado.

() Aplicar o produto matricial para obter o vetor de estado.

() Encontrar a solu¢do do sistema linear homogéneo, associado a Cadeia de
Markov, que € um vetor de probabilidade.

() Utilizar recursos basicos do Octave.

2) Apresente sugestdes de melhorias em relacgdo a esta atividade.

Etapa 4: essa etapa envolve a participacdo de todos os discentes, os quais devem
ser incentivados ao compartilhamento/socializagcdo de esclarecimentos e duvidas re-

lacionadas ao contetdo da atividade.
Pés-aula

Para a preparagdo do Poés-aula pode-se considerar propor aos discentes a resolucdo
de algum problema relacionado ou orientar um estudo um pouco mais aprofundado
sobre Cadeia de Markov. Uma outra sugestao € direcionar uma revisao baseada nas

informacdes da autoavaliagdo.
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3.1 Problemas Selecionados

A seguir s3o apresentadas sugestdes de problemas, que podem ser adotados para o mo-
mento Aula da Secdo 3, considerando diferentes contextos de aplica¢do do conceito de Cadeia
de Markov observados em (KOLMAN; HILL, 2011; ANTON; RORRES, 2012; POOLE, 2004,
LEON, 2011). E possivel complementar este tépico utilizando alguns problemas de (HILLIER;
LIEBERMAN, 2013; TAHA, 2008) que podem ser adaptados ao contexto de Algebra Linear.
Nesse caso, deve-se ter aten¢do quanto a notagdo adotada em tais referéncias nas quais o foco é

a drea de Pesquisa Operacional.

3.1.1 Problema 1: Indice de assinaturas em servigos de streaming

Considere uma pesquisa realizada com um grupo de usudrios que possuem disponibili-
dade orcamentdria para somente uma assinatura em algum dos servigos streaming de filmes e
séries Sy, Sy, Se, Sq € Se, 0s quais oferecem planos de assinatura mensal e sem fidelidade. O
percentual de assinaturas por cada um dos servigos, no més em que a pesquisa foi realizada,
é de 11% para S,, 9% para Sy, 15% para S,, 10% para Sy e 55% para S.. Em tal pesquisa
observou-se também a preferéncia dos usudrios em continuar, no més seguinte a realiza¢do da
pesquisa, com o atual servigo ou assinar com algum dos outros considerados. Dos usudrios de
Sa» 45% continuardo com S,, 15% mudario para Sy, 11% mudarfo para S,, 22% mudario para
Sq € 7% mudar@o para S,. Entre os usudrios de S, 58% continuardo com Sy, 10% mudario para
Sa%, 7% mudardo para S., 5% mudardo para Sy e 20% mudardo para S.. Entre os usudrios de
S., 61% continuardo com S,, 30% mudardo para S,, 5% mudardo S;, 2% mudardo para Sy e
2% mudar@o para S.. Entre os usudrios de Sy, 60% continuardo com Sy, 15% mudaréo para S,,
3% mudaréo para S, 2% mudario para S. e 20% mudardo para S.. Entre os usudrios de S,
79% continuardo com S,, 10% mudardo para S,, 5% mudario para S,, 3% mudardo para S, €

3% mudario para S;. Neste sentido, responda os questionamentos a seguir.

(a) Qual a porcentagem de assinaturas esperada para o servigco de streaming S, no sexto més

apos a realizacdo da pesquisa?

(b) Qual a porcentagem de assinaturas esperada para o servi¢o de streaming S. 12 meses

apos a realizagdo da pesquisa?

(c) Qual a porcentagem de assinaturas esperada, a longo prazo, de cada um dos servigos de

streaming?

(d) Quais os conceitos envolvidos na resolu¢do de cada um dos itens anteriores?
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3.1.2 Problema 2: Condicdo de uso de uma mdaquina em um processo produtivo

Este problema apresenta uma adaptacdo de um um processo produtivo descrito em (HIL-
LIER; LIEBERMAN, 2013, pg. 726). Em tal processo, a deterioracdo de uma determinada
maquina, sob condic¢des de uso intenso, ocorre de forma rapida tanto em termos de qualidade
quanto de desempenho. A miquina em questao € inspecionada no final de cada dia. Logo apds
essa etapa a condi¢do da méaquina € anotada e classificada em um dos quatro estados possi-
veis: B (bom como se fosse nova), Oy, (operacional - deterioracdo minima), O4; (operacional
- deterioracdo importante) e N, (ndo operacional e substituida por uma maquina boa como se
fosse nova). Considere que a deterioracdo da mdquina pode ser modelada como uma Cadeia de

Markov com a seguinte matriz de transicao,

Estado Anterior
B Osm O4u N
0 0 0 1
0,875 0,75 0 0 dm
0,0625 0,125 0,50 0 Ogi
0,0625 0,125 0,50 0 N,

B
€))

Novo Estado,

a qual € resultado de um grande nimero de registros da condi¢do de uso da méaquina. Cada
entrada da p;; foi definida por
_ T
Pij = —
U
onde n; € o nimero de ocorréncias da condi¢@o j e n;; € o nimero de ocorréncias em que a

condicdo j foi seguida da condi¢do ¢. Responda as questdes a seguir.

(a) Qual a probabilidade da méquina estar no estado “operacional - deterioracdo minima”

trés dias apos ter sido classificada no estado “bom como se fosse nova”?

(b) Encontre o vetor de estado estaciondrio. Explique o que este vetor representa.

3.1.3 Problema 3: Cor da flor de uma planta

O problema sugerido aqui para ilustrar uma aplicacao de Cadeia de Markov em Genética
¢ uma adaptacdo de (KOLMAN; HILL, 2011, p. 145). Os conceitos relacionadas ao estudo
da hereditariedade mencionados nesta adaptagdo podem encontrados em (GRIFFITHS et al.,
2013). Um estudante de Biologia tem como atividade avaliativa estudar uma variedade de
planta que pode ter flor vermelha, rosada ou branca de acordo com os respectivos genotipos,
AA, Aa ou aa. Considerando somente o cruzamento de cada um desses genétipos com um
gendtipo Aa, a probabilidade de gendtipo da planta descendente pode ser representa como uma

matriz de transicdo de uma Cadeia de Markov
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Genodtipo da
planta ascendente
AA  Aa  aa
0,50 0,25 0,00 A
P = 0,50 0,50 0,50 Aa
0,00 0,25 0,50 aa

(10)
Genotipo da

planta descendente.

A cor da flor € o fenétipo observado, o qual pode ser identificado no estudo em questdo como
uma caracteristica externa da planta relacionada ao gendtipo. Suponha que cada geragdo su-
cessiva seja produzida pelo cruzamento de plantas com apenas o gendtipo Aa. Verifique se a
Cadeia de Markov alcanca o equilibrio em cinco gera¢des descendentes. Quais porcentagens

de plantas terdo flores vermelhas, rosadas ou brancas quando o processo alcancgar o equilibrio?

4 USANDO O OCTAVE NA RESOLUCAO DOS PROBLEMAS

4.0.1 Problema 1: Indice de assinaturas em servigos de streaming

A matriz de transicao desse problema é

Estado Anterior
Se Sy S Sg Se
0,45 0,10 0,30 0,15 0,10 S
0,15 0,58 0,05 0,03 0,05 Sy (11)
P = 0,11 0,07 0,61 0,02 0,03 S.  Novo Estado.
0,22 0,05 0,02 0,60 0,03 Sy
0,07 0,20 0,02 0,20 0,79 Se

O vetor de estado inicial (vetor com o percentual de assinaturas de cada um dos servicos quando
0,11
0,09
a pesquida foi realizada) é vo = | 0,15
0,10
0,55

(a) Para uma melhor visualizacdo das informacdes inseridas na Janela de Comandos do Oc-

tave, sugere-se inserir a matriz de transicao conforme os passos a seguir.

>> Pl = [0.45,0.10,0.30,0.15,0.107;
>> P2 = [0.15,0.58,0.05,0.03,0.05];
>> p3 = [0.11,0.07,0.61,0.02,0.03];
>> P4 = [0.22,0.05,0.02,0.60,0.037;
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>> pP5 = [0.07,0.20,0.02,0.20,0.79];
>> P = [P1l;P2;P3;P4;P5]
P =

0.450000 0.100000 0.300000 0.150000 0.100000
0.150000 0.580000 0.050000 0.030000 0.050000
0.110000 0.070000 0.610000 0.020000 0.030000
0.220000 0.050000 0.020000 0.600000 0.030000
0.070000 0.200000 0.020000 0.200000 0.790000
Ap0s isso insira os comandos
>> v0 = [0.11;0.09;0.15;0.10;0.55]
v0 =
0.110000
0.090000
0.150000
0.100000
0.550000
>> k = 6
k= 6
>> vo = (P"k)*xv0
ve =
0.20193
0.14092
0.11914
0.15767
0.38034
[ 0,20193 |
0, 14092
O vetor de estado 6 meses ap6s a realizacio da pesquisa é Vg = 0,11914
0,15767
| 0,38034 |

E interessante observar também os vetores de estado nos periodos de observagdo 1 a 6.
Assim, considerando as informacdes de P, k=6 e v0 ja inseridas na Janela de Comandos,
o lago a seguir retorna uma matriz V', na qual cada coluna de V representa o vetor de

estado associado, respectivamente, ao periodo de observacio 1 a 6.
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V(:,3) = Pxv;
v o= V(:,7J);

end

>> V

VvV =
0.20239 0.20269 0.20290 0.20303 0.20312 0.20318
0.14173 0.14216 0.14239 0.14251 0.14258 0.14262
0.11931 0.119406 0.11958 0.11966 0.11972 0.11976
0.15986 0.16122 0.16205 0.16257 0.16290 0.16310
0.37671 0.37447 0.37308 0.37222 0.37168 0.37133

Note que a Cadeia de Markov ndo alcanga o equilibrio no periodo de obervacdo k = 6.
Ap6s a resolugdo do item (c) sugere-se seguir os passos do lago detalhado anteriormente

para k=30 e observar que o processo alcancou o equilibrio.

(b) Seguindo os mesmos passos do item (a), obtém-se que o vetor de estado 12 meses apds a
[ 0,20318 |

0, 14262
realizag@o da pesquisa é Vi, = 0,11976
0,16310
0,37133

(c) O vetor de estado estaciondrio V = [vy, vg, v3, 04, 5] € a solugdo do sistema linear ho-
mogéneo (I5 — P)V = 0 que satisfaz sz =1lewv; > 0,7 =1,...,5. Na resolugio

desse item utiliza-se o Octave para obter a forma escalonada reduzida do sistema linear

homogéneo anterior. Na Janela de Comandos do Octave insira a matriz de transi¢dao P.

>> pl = [0.45,0.10,0.30,0.15,0.10];
>> p2 = [0.15,0.58,0.05,0.03,0.05];
>> p3 = [0.11,0.07,0.61,0.02,0.037;
>> P4 = [0.22,0.05,0.02,0.60,0.03];
>> p5 = [0.07,0.20,0.02,0.20,0.79];

>> P = [P1l;P2;P3;P4;P5];

E necessario identificar a matriz ampliada associada ao sistema linear homogéneo em
questdo. A funcdo “eye()” do Octave retorna uma matriz identidade, equanto que ‘“‘ze-
ros()” retorna um vetor nulo, conforme especificado como pardmetro de entrada de cada

uma destas funcdes. Veja os comandos a seguir,
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>> 15 = eye(5,5)
I5 =

Diagonal Matrix

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
>> O = zeros(5,1)

o O O O O

A matriz ampliada associada ao sistema linear obtida por

>> A = [(I5 - P),0]

0.55000 -0.10000 -0.30000 -0.15000 -0.10000 0.00000
-0.15000 0.42000 -0.05000 -0.03000 -0.05000 0.00000
-0.11000 -0.07000 0.39000 -0.02000 -0.03000 0.00000
-0.22000 -0.05000 -0.02000 0.40000 -0.03000 0.00000
-0.07000 -0.20000 -0.02000 -0.20000 0.21000 0.00000

Em seguida, uilize a funcao “rref()” do Octave para obter a forma escalonada reduzida

equivalente a A, conforme a seguir,

>> E = rref (A)
E:

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 -0.54837 0.00000
0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 -0.38487 0.00000
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0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 -0.32328 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 -0.44087 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

A partir do sistema linear homogéneo representado pela matriz E, tem-se

(

vy = 0,54867 -r
vy = 0,38487 -r
vg = 0,32328-r (12)
vy = 0.44087 - r
L vs = nrreklR

5
O vetor de estado estaciondrio € a solugdo em (12) que satisfaz Z v; = 1. Logo, r =

i=1
[0,20330 |
0, 14268
0,37073 e o vetor de estado estaciondrio ¢ Vv = 0,11985 | . Para obter o vetor de
0,16344
0,37073

estado estaciondrio deste problema usando o Octave, a partir de Ee (12), pode-se executar

0S passos a seguir,

>> rvt = [-E(1:4,5);1]

rvt =

.54837
.38487
.32328
.44087
.00000

= O O O O

>> sr = sum(rvt)
sr = 2.6974
= 1/sr
.37073

5 Vv
\%

Il
[}

o |

v
v
<

Il

rvt.*r

0.20330
0.14268
0.11985
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0.16344
0.37073

Observe que os comandos do Octave para calcular o vetor de estado de estacionario devem

ser adaptados conforme a estrutura da matriz E.

4.0.2 Problema 2: Condicdo de uso de uma mdquina em um processo produtivo

1 0,15625
0 0, 53320
(a) O vetor de estado inicial deste problema é vy = evy = ’ é o vetor
0 0, 15527
0 0.15527

de estado no periodo de observacdo k=4. A resolu¢dao usando o Octave pode ser feita

seguindo 0 mesmo raciocinio descrito na Subsubsecdo 4.0.1.

A probabilidade da mdquina estar no estado “operacional - deteriora¢do minima” € 53, 32%.

(b) O vetor de estado estaciondrio V = [vy, V9, v3, v4]T € a solug¢do do sistema linear homo-
4

géneo (I, — P)V = 0 que satisfaz Z v, =1ewv; > 0,7 =1,2,3,4. Naresolucdo deste

=1
item utiliza-se o Octave para obter a forma escalonada reduzida do sistema linear homo-

géneo anterior. Seguindo os mesmos passos da Subsubsecao 4.0.1 para o uso do Octave,

obtém-se que

vT = T
= 3,5
Vg ) r (13)
V3 = T
vy = r,relR

4
O vetor de estado estaciondrio € a solucdo em (13) que satisfaz Z v; = 1. Assim, r =

=1

0,15385
. . - 0, 53846
0, 15385 e o vetor de estado estaciondrioé¢ v =
0,15385
0,15385
4.0.3 Problema 3: Cor da flor de uma planta
0
O vetor de estado inicial neste caso é Vo = | 1 | e os passos a seguir mostram a
0

resolugcdao com o Octave.
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>> Pl = [0.50,0.25,0.007;
>> P2 = [0.50,0.50,0.507;
>> P3 = [0.00,0.25,0.507;
>> P = [P1l;P2;P3]

P =
0.50000 0.25000 0.00000
0.50000 0.50000 0.50000
0.00000 0.25000 0.50000

>> k = 5;

>> v0 = [0;1;07;

>> v = v0(:);

>> for 7 = 1l:k

V(:,3) = Pxv;
v o= V(:,3);
end
>> V
V =

0.25000 0.25000 0.25000 0.25000 0.25000
0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000
0.25000 0.25000 0.25000 0.25000 0.25000

Note que a matriz V' mostra, em cada coluna, o respectivo vetor de estado associado a cada
periodo de observacdo 1 a 5. Assim, em 5 geracdes decendentes o processo ja alcancou o
equilibrio e as porcentagens de plantas com cores vermelhas, rosadas ou brancas sao, respecti-
vamente, 25%, 50% e 25%.

5 CONCLUSAO

Este trabalho propds a realizacdo, no contexto da disciplina de Algebra Linear, de ati-
vidades envolvendo os conceitos de Cadeia de Markov. Essas atividades se inserem em um
esquema de metodologias ativas em uma sala de aula invertida, onde primeiramente, em uma
pré-aula, sdo apresentados os materiais de estudo para os discentes, sendo que esses devem ler o
material para que na aula propriamente dita sejam desenvolvidas atividades em cima dos concei-
tos previamente estudados. As atividades sugeridas apresentam tanto um carater colaborativo,
0 que caracteriza a sala de aula invertida, como também um caréter cooperativo. Além disso,
as atividades desenvolvidas fazem forte uso das tecnologias de informac¢do e comunicacgdo, as
TDICs, através principalmente do uso do Octave.

Para exercitar a competéncia de lembrar, na Etapa 1 da fase de aula, antes da divisdo da
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turma em grupos, instiga-se os discentes a fazerem um breve relato sobre o conteudo de cadeia
de Markov previamente disponibilizado na pré-aula.

Na Etapa 2 da fase de aula, o discente devera tentar aplicar o contetido disponibilizado
no desenvolvimento das atividades. Nessa etapa também se introduz o uso do Octave. Na
formulacao original da taxonomia de Bloom, a compreensdo (associado ao verbo entender na
versao revisada) se constitui em uma etapa anterior a aplica¢do. Entretanto, observa-se em dife-
rentes trabalhos, relacionados a taxonomia de Bloom revisada, que pode ser mais facil entender
um assunto apés aplica-lo, e s entdo ser capaz de explica-lo. Assim, considera-se aqui que a
meta entender pode ser feita apds a aplicagdo, ou mesmo de forma concomitante.

Na Etapa 3, ocorre a formacao de novos grupos, cada grupo formado com um discente
de cada grupo da Etapa 2. Desta forma os discentes terdo que resolver todos os problemas,
tendo acesso a problemas que ndo foram originalmente expostos. Pretende-se aqui desenvol-
ver a meta de analisar. Cada discente devera auxiliar os outros, explicando, de acordo com
suas experiéncias na resolucdo dos problemas anteriores, como deverdo proceder com os no-
vos, comparando as semelhancas e diferencas entres os problemas. Ainda nessa etapa, a meta
de avaliar é explorada. Isto € feito através da autoavaliacdo formativa. Apesar da meta criar
ndo ser explorada nestas atividades, considera-se que € possivel abord4-las como um item da
etapa de pds-aula, propondo que os discentes elaborem problemas semelhantes relacionados as
atividades desenvolvidas.

Observa-se ainda que as atividades propostas permitem explorar outros conceitos além
daqueles destacados nas Segdes 2 e 3. O vetor de estado estacionario de uma matriz de transi¢ao
regular pode ser interpretado também como um autovetor associado ao autovalor 1 dessa matriz.
Outro detalhe € o problema de condicdo de uso de uma maquina em um processo, o qual pode
ser retomado para explorar outros aspectos relevantes para a engenharia. Por exemplo, os custos
associados a condi¢do de operacdo da médquina ou determinar o periodo esperado em que uma
maquina pode ser usada antes de ser substituida. Entretanto, tal abordagem foge do escopo deste
trabalho porque envolve conceitos que ndo sdo tratados na estrutura de atividade apresentada.
Embora o contexto deste trabalho seja a disciplina de Algebra Linear, considera-se que as ideias
apresentadas aqui podem ser utilizadas como um direcionamento para docentes que atuam em

outras dreas e se interessam pelo método sala de aula invertida.
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