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Uma breve introdug@o as filosofias da 16gica e da matematica de Bertrand Russell: conceitos e inferéncias a partir
do nimero

Abstract

This paper explores some of Bertrand Russell ideas, exhibited in his book “Introduction
to the Philosophy of Mathematics”, Chapters 1 and 2. Those ideas are fundamental to
understanding his mathematical proposal. In these chapters Russell deals basically with the
numbers: what are they, how are they organized and how do this organization works from
the point of view of logic and Philosophy of Mathematics. In general, this paper proposes to
introduce some relevant concepts to Logic and Philosophy of Mathematics in the Russell’s
mind and it is directed to the non-specialist audience.

Keywords: Russell. Number. Philosophy of Mathematics. Logic. Concepts.
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“A matemadtica ndo é apenas outra linguagem:
€ uma linguagem mais o raciocinio;

é uma linguagem mais a logica;

é um instrumento para raciocinar.”

(Richard Feynman)
1 INTRODUCAO

Britinico, nascido em 18 de maio de 1872, Bertrand Russell, contribuiu de forma mar-
cante para o desenvolvimento dos fundamentos da Matematica e da légica formal contempora-
nea. Suas contribui¢cOes matematicas envolvem a descoberta do paradoxo de Russell, sua defesa
do Logicismo e sua teoria dos tipos, entre outras. Coube a Bertrand Russell a tarefa de elaborar
e influenciar de modo definitivo o pensamento do homem do século XX, principalmente no
que concerne as teses pertinentes ao dominio da Matemadtica. Dentre essas teses, destacam-se
a tese logicista, ou da l6gica simbolica. Grosso modo, para Russell, todas as verdades matema-
ticas, e ndo apenas as da aritmética, como pensava Frege, poderiam ser deduzidas a partir de
umas poucas verdades logicas. Deste modo, todos os conceitos mateméticos seriam reduzidos a
uns poucos conceitos 16gicos primitivos e, as obscuridades que cercavam o cdlculo, como, por
exemplo, as regras de derivagdo que como fora proposto por Leibniz, funcionavam sem o uso
de demonstra¢des mais formais, seriam clarificadas pelo conhecimento profundo dos ndimeros
e de sua logica (RUSSELL, 2001, p.407). Russell deixou uma obra incomparavelmente grande,

pois, “reza a lenda” que o fil6sofo escrevia 10 paginas por dia!

Em um contexto filos6fico-l6gico-matematico-historico, Russell desenvolveu sua teoria
dos nimeros, por assim dizer, e a sacramentou juntamente com Alfred Whitehead, em 1903, no
Principia Mathematica. Esta monumental obra, publicada no inicio do século XX, € composta
de trés volumes que versam sobre os fundamentos da Matemadtica como um todo. O Principia
Mathematica é considerado pelos especialistas, matematicos e filésofos, como um dos mais
importantes trabalhos sobre a interdisciplinaridade entre a Matematica, a 16gica e a Filosofia.
Devido a sua caracteristica interdisciplinar, o Principia Mathematica pretendia concluir todas
as verdades matematicas, de todas as areas da Matematica, baseando-se num rol extremamente
bem definido de axiomas e regras de dedu¢@o, usando uma linguagem desenvolvida pelos au-
tores especialmente para esse fim. Todos esses predicados fizeram do Principia Mathematica
uma obra extremamente dificil de ser lida e compreendida, at€é mesmo por matematicos e/ou
filésofos experientes (BOYER, 2009, p.424-427; RUSSELL, 2001, p.408-410). Sob essa luz,
Russell, em iniciativa solo, escreveu, em 1918, o livro Introducdo a Filosofia da Matemaditica.
Este livro ficou conhecido entre os estudiosos como a versdo simplificada do Principia Mathe-
matica' (RUSSELL, 2001, p.410).

'A titulo de ilustracdo, a Filosofia da Matemdtica é um segmento da Filosofia que tem o objetivo de responder
perguntas especificas, a saber: 1) Qual a origem dos objetos matemadticos? 2) Qual o relacionamento entre l6gica
e Matematica? 3) Qual a influéncia da experiéncia sobre as abstra¢des matemadticas? 4) Como definir o con-
ceito de beleza e elegincia que matemadticos associam as demonstra¢des? 5) Que raciocinios matematicos podem
ser considerados pensamentos sintéticos a priori no contexto da Filosofia kantiana? (Raquel Anna Sapunaru em
comunicagdo oral)
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Em parte incompreendido por seus contemporaneos, tanto filésofos como matematicos,
Frege prosseguiu publicando. Em 1884, este autor publicou Die Grundlagen der Arithmetik,
conhecido como Grundlagen, obra-prima filoséfica que sofreu duras criticas por parte dos ma-
temdticos de sua época. Em 1903, mesmo ano da publicacdo do Principia Mathematica de
Russell, Frege publicou o segundo volume do Grundgesetze der Arithmetik. Apesar da natu-
reza extraordindria das descobertas de Frege, sua obra permaneceu na obscuridade até 1903,
quando Russell chamou aten¢do para a relevancia dos escritos fregeanos. O grande contributo
de Frege para a 16gica matematica foi a criagdo de um sistema de representagdo simbdlica, o
Begriffsschrift, para representar formalmente a estrutura dos enunciados 16gicos e suas rela-
coes, e a contribuicao para a implementacio do cdlculo dos predicados (BURGET, 1977, p.356;
GOMES, 2011, p.816-817).

A ligacao entre Russell e Frege € forte e conturbada, mas neste artigo, ndo pretendemos
explora-la. Nosso intuito é simplesmente prover uma leitura inicial e fortemente conceitual da

incrivel obra de Russell, contando, sempre, com a ndo menos brilhante ajuda de Frege.

2 A IDEIA LOGICA DE RUSSELL

A Matemdtica de modo geral, ou mesmo vista sob um aspecto particular, pode ter os seus
estudos iniciados em sentidos opostos quando se trata de organizar e classificar os nimeros.
O mais comum € o construtivo, ou seja, a organizacdo numérica possui uma complexidade
escalar que cresce de forma gradual, dos inteiros para os fraciondrios, destes para os reais,
dai para os complexos, da adicdo e multiplicagdo para a diferenciacdo e integracdo, e muito
mais. A seu turno, o outro sentido avanca para uma andlise de abstracdo e de l6gica ainda
mais complexa. Em vez de indagar o que pode ser definido e deduzido daquilo que se admite
como premissa, indaga-se quais ideias e principios gerais ou postulados podem ser encontrados
no ponto de partida (RUSSELL, 1966, p.9-10). Essa ultima forma representa a sintese dos
trabalhos de Russel, que se preocupava em questionar os axiomas e postulados necessarios para
o desenvolvimento de uma teoria matemadtica, buscando, as vezes, por meio de um refinamento
no entendimento do que se quer enxergar, reduzir o nimero de axiomas necessarios, tornando
alguns destes dedutiveis usando apenas recursos da légica. Quando temos a interagdo de um
conjunto de postulados e uma légica, obtemos uma teoria matemdtica completa. Deste modo, o
conjunto de postulados que encontra-se na base de uma teoria matemadtica, associado a ldgica,
origina as regras pelas quais esta base pode se expandir e, por exemplo, a estrutura algébrica
dos nimeros naturais se transformar na estrutura algébrica de um “corpo matematico” (LIMA,
2007, p. 4-6; GOMIDE, 2011, p. 996).

A titulo de ilustragdo, por “corpo matemadtico” entende-se um conjunto fechado F com

duas operagdes bindrias, adi¢do (+) e multiplicagdo (.), que satisfazem os axiomas abaixo:
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a) Associatividade:

)a+(b+c)=(a+b)+c para todo a,b,c € F
ii) a.(b.c) = (a.b).c para todo a,b,c € F

b) Comutatividade:

i) a+b=0+a, paratodo a,b € F

il) a.b="b.a para todo a,b € F
¢) Elemento Neutro:

i) 30€ F;a+0=0+a=a paratodoa € F

i) 31 e Fal=1la=a paratodo a € F
d) Inverso:

i) Paratodoa € F,dbe F;a+b=0
ii) Paratodoa € F,a #0,3b € F;ab=1

e) Distributividade:

i) a.(b+c)=ab+acVabceF

Retomando a ideia de Russell, podemos considerar que hé dois tipos de 1égica, a saber:
a simbdlica e a matemdtica. Na ldgica simbdlica, representamos as vdrias relagdes entre pro-
posi¢des?, classes® entre outros. (EVES, 2004, p.670). Nas se¢des seguintes, abordaremos o
significado destes e doutros conceitos ligados as Filosofias da légica e da Matematica de Rus-
sell, mais acuradamente. Por hora, a exemplo deste filésofo e autor, utilizaremos uma analogia
entre a lei do paralelogramo de Isaac Newton e a ldgica simbodlica. De acordo com o Coro-
lario I de Newton, descrito no The Principia4 temos: “Um corpo, submetido a [duas] forcas
simultaneas, descreve a diagonal de um paralelogramo ao mesmo tempo em que ele descreveria
os lados [deste paralelogramo] se as forcas agissem separadamente.” (NEWTON apud EVES,
2004, p. 671). Assim, pela lei do paralelogramo, duas forcas que agem sobre um corpo geram

uma forca resultante, como na Figura 1°.

2¢[...] oragdo de uma determinada linguagem examinada em relagio as estimativas de sua veracidade (verdadeira,

falsa) ou de sua modalidade (provével, possivel, impossivel, necessdria, etc.).” (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p.380)

3“Conjunto finito ou infinito, tomado como um todo, de objetos que se distinguem por um determinado corte
[critério].” (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p.67)

“Principios Matemiticos da Filosofia Natural.

SEsta figura foi escaneada por Eves diretamente de The Principia e, por esta razio, apesar de representar uma
grandeza vetorial, ndo foi definida deste modo por Newton.
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Figura 1 - Lei do Paralelogramo.

A B

C D

Fonte:(NEWTON apud EVES, 2004, p. 670)

De acordo com Russell, o mesmo ocorre com a ldgica, associada a um conjunto de
postulados: ao agirem conjuntamente geram a “Loégica Matemdtica” (EVES, 2004, p. 670).
Por conseguinte, do mesmo modo que o telescopio e 0 microscopio ampliam 0 nosso campo
de visdo, necessitamos de dois tipos de instrumentos para ampliar a nossa capacidade, a saber:
um para a Matemdtica em si e outro para seus fundamentos. Consequentemente, quando vamos
falar em progressao dos nimeros naturais, vamos partir do 0 e ir somando sempre 1, de modo a
compor um conjunto deste tipo: 0,1,2,3,4,5,....,n,....,n + 1, ... (RUSSELL, 1966, p. 10-12).
Observamos a partir do pensamento russelliano que hd uma diferenca entre a Matemaética que,
nesse exemplo, representa a operacao de somar mais uma unidade aos niimeros apresentados e o
entendimento legitimo do que significam esses nimeros em sequéncia. Nisto reside a diferenca
entre uma operacao matematica e seus fundamentos. Em suma, o entendimento do ‘“‘somar mais
um’” € intuitivo, inerente ao raciocinio humano, mas o entendimento do que € um conjunto ou

uma série vai além dessa ineréncia.

Por essa razdo, ndo podemos ignorar que somente uma civilizagdo mais avancada pode-
ria adotar a progressao mencionada anteriormente como ponto de partida para, posteriormente,
explicar o conceito do corpo dos nimeros Reais. De fato, pensando do lado da fundamentacdo
matematica, foram necessarios muitos e muitos séculos para a descoberta de que o nimero dois
poderia ser qualquer coisa como um casal de faisdes ou um par de dias. (RUSSELL, 1966, p.
18-25). Ambos os exemplos, caracterizam o nimero 2. O ato de relacionar nimeros e objetos,
ou qualquer quantidade de objetos a algum nimero, j4 foi uma tarefa muito complicada. Como
apontamos anteriormente, ndo hd um consenso quanto a defini¢do de nimero. O conceito de 0
(zero) ou 1 (um) ndo tem o entendimento ou compreensao de seu significado. O conhecimento
intuitivo comum diz que, a partir do 0, podemos atingir qualquer outro nimero por adi¢cdes
repetidas de 1, mas isso ndo € totalmente verdadeiro. Exemplificando: se considerarmos o
“Conjunto dos Numeros Reais”, essa regra € falsa. Mesmo assim, esse pensamento encontra-
se tao enraizado em nossas mentes que chamamos o conjunto formado nesta modalidade de
“Conjunto dos Numeros Naturais” (RUSSELL, 1966, p. 15-17).

Enquanto hipétese, a descoberta da Matemadtica pura tradicional, tendo como origem

os nuimeros naturais, é razoavelmente recente, embora esta suspeita existisse desde a época
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de Pitdgoras. A este pré-socrdtico € atribuida a descoberta da aritmetizacdo da Matematica
e a existéncia dos nimeros irracionais, nimeros que ndo podem ser medidos com a mesma
medida. A natureza de partes incomensurdveis alude na escassez de sistemas numéricos fre-
quentes, capazes de efetuar medidas de objetos geométricos ordindrios, como o quadrado e o
circulo. Destarte, se o comprimento do lado de um quadrado é 1 cm, o nimero de centime-
tros do comprimento da diagonal € igual a raiz quadrada de 2. Na época de Pitagoras, a raiz
quadrada de 2 pareceu nao ser um nimero devido a sua incompatibilidade com a realidade ob-
servada (RUSSELL, 1966, p. 18-19). Porém, desde esta descoberta até a Matemdtica como
a conhecemos, enquanto ciéncia exclusivamente racional, seus principios foram sendo paula-
tinamente desenvolvidos. Primeiro, Giuseppe Peano reduziu a Matematica pura tradicional a
teoria dos nimeros naturais (PEANO apud KENNEDY, 2002, p. 40). Ele mostrou que a teoria
dos niimeros naturais podia ser deduzida de trés conceitos e cinco proposi¢des primitivas, além
das da légica pura. Desse modo, esses conceitos e proposicdes primitivas, se tornaram a base
de toda Matemadtica pura tradicional (RUSSELL, 1966, p. 20-21). Os conceitos primitivos da
aritmética de Peano sdo aparentemente simples. Existem o 0, o niimero € o sucessor. Assim,
de acordo com Peano, o sucessor é o nimero seguinte na ordem natural. A seu turno, as cinco
proposicdes primitivas adotadas por Peano sdao: 1) 0 € um nimero; 2) O sucessor de qualquer
numero é um ndmero; 3) Nao ha dois nimeros com um mesmo sucessor; 4) 0 ndo é sucessor
de nimero algum; e; 5) Qualquer propriedade que pertenca a 0, e também ao sucessor de todo

o nimero que tenha essa propriedade, pertence a todos os nimeros (RUSSELL, 1966, p. 13).

Posto, em primeiro lugar vamos discutir de que maneira os nimeros naturais resultam
desses trés conceitos e dessas cinco proposi¢cdes. De acordo com a primeira e a segunda propo-
sicdo, podemos definir o niimero “1” como sucessor de “0”, “2” como sucessor de “1” e assim
por diante. Logo, podemos continuar com essa sequéncia ad infinitum, pois de acordo com a
terceira proposi¢do, ndo podemos repetir nenhum ndmero, pois dois nimeros diferentes nio
podem ter o mesmo sucessor. Por fim, de acordo com a proposi¢do “5”, todos os nimeros estao
nessa proposicao (RUSSELL, 1966, p. 14), isto é, os nimeros sdo os elementos da sequéncia
de sucessores. Dessa maneira, forma-se o conjunto dos nimeros naturais. Esta axiomatizacdo
feita por Peano para descrever os nlimeros naturais € interessante, mas se hd de notar, tomando
por base apenas estas regras, que elas podem descrever tanto o que entendemos por nimeros
naturais, como também outros conjuntos, em que o 0 (zero), o sucessor e os nimeros podem ser

vistos como entidades diferentes, como por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais pares e
11

b 2 b 4 AR
como os entendemos e, somente eles, precisamos de um refinamento 16gico destes axiomas.

também as fracdes 1 . Percebe-se entdo que para que sejam descritos 0s nimeros naturais

Dai, Russell estabelece sua ideia de classe de ndmeros e, por nimero, entende-se a classe de

nimeros naturais. Nas palavras do proprio filésofo:

[...] estd claro que o nimero é uma forma de reunir certas cole¢des, isto €, as
que tém um dado nimero de termos. Podemos imaginar todos as duplas em
um grupo, todos os trios em outro e assim por diante. Dessa maneira obtemos
varios agrupamentos de colecdes, consistindo cada grupo de todas as colecdes
que t€ém um certo nimero de termos. Cada grupo € uma classe cujos membros
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sao colegdes, isto €, classes; assim, cada um € uma classe de classes. O grupo
que consiste de duplas, por exemplo, € uma classe de classes: cada dupla € uma
classe com dois membros, e o grupo inteiro de duplas € uma classe com um
nimero infinito de membros, cada um dos quais € uma classe de dois membros.
(RUSSELL, 1966, p. 21)

Seguimos explorando um pouco mais o conceito de niimero, numa perspectiva um pouco

diferente da de Russell.

3 UM POUCO MAIS DE NUMEROS

A resposta que consideramos mais correta sobre o que € um ntiimero foi dada por Gottlob
Frege na obra Die Grundlagen der Arithmetik, na qual, segundo o proprio autor, um determi-
nado nimero ndo € idéntico a uma colecao que o contenha (RUFINO, 2001, p. 130-131). Por
exemplo, o ndmero “3”, ndo € igual ao trio Artur, Joel e Rui, pois o nimero € algo que todas
as colecdes possuem, sendo que é o nimero que caracteriza certas colecdes, classes ou con-
juntos (RUFINO, 2001, p. 132-133). Vale aqui comentar brevemente o inicio do pensamento
fregeano sobre o nimero. “O ndmero um € uma coisa”, diz no inicio do Grundlagen. Nela,
Frege alega que o nimero 1 estd entre as coisas, mas nio indica que coisas seja estas (FREGE,
1980, p. 197). Disto, poderiamos deduzir que o nimero 1 poderia ser qualquer coisa, visto que
cada pessoa o entenderia de um modo diferente, fazendo com que o mesmo nao tenha contetido
em comum. Assim, na equacdo 1 + 1 = 2 podemos substituir 1 ambas as vezes pelo mesmo
objeto ou podemos escolher um objeto para cada 1. Por essa razdo, segundo Frege, os nimeros
naturais sao vistos por muitos como algo muito simples (FREGE, 1980, p. 197-198). Dada a
importancia e influéncia da obra de Frege para a Matemadtica e, especialmente para a Filosofia
da Matematica russelliana, pensamos ser interessante enriquecer esta discussao com um pouco

mais da Filosofia da Matemadtica fregeana.

4 UM POUCO DE FREGE

Frege considera que a l6gica e a Psicologia sejam separdveis em se tratando de defini¢des
e demonstracdes. Explicando: a logica formal normalmente € vista como algo separado do
psicoldgico que a sustenta, pois 2 + 2 sdo 4 independentemente dos objetos a eles atribuidos,
por exemplo, bananas. A combinacdo de ingredientes psicolégicos e 16gicos, em uma mesma
receita de ideia, € um trago caracteristico da experiéncia associada ao formalismo. Assim, para
Frege, mesmo que a demonstra¢do formal ndo tenha nenhum tipo de lacunas, ela permanece
iluséria (FREGE, 1980, p. 201). A partir deste pressuposto, Frege criou alguns principios

que consideramos, la creme de la creme do pensamento matemadtico, aplicdveis inclusive em
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situacdes da vida cotidiana. Os principios fregeanos sdo:

1) Deve-se separar precisamente o psicolégico do légico, o subjetivo do objetivo.

2) Deve-se perguntar pelo significado das palavras no contexto da proposic@o e ndo, isola-

damente.

3) Nao se deve perder de vista a distin¢@o entre conceito e objeto (FREGE, 1980, p.202).

Para Frege prosseguir com sua ideia, primeiramente, ele empregou o termo ‘represen-
tacdo’ no sentido psicoldgico e distinguiu estas representacdes dos conceitos e objetos. Ja o
segundo principio tem uma interferéncia no primeiro, pois cada qual poderia interpretar uma
palavra em um determinado contexto ao seu bel prazer. Quanto ao terceiro, o filésofo enten-
deu que ndo passa de uma mera ilus@o pretender que seja possivel converter um conceito em
objeto sem alterd-lo (FREGE, 1980, p.202). Para reforcar seu ponto de vista, Frege escreveu
um texto no qual ele dizia que a Matematica tinha se afastado dos rigores euclidianos. Por isso,
a aritmética herdou uma forma mais frouxa do que a geometria. A descoberta da andlise veio
para reforcar a aritmética, pois, por um lado houve oposi¢do a um tratamento rigoroso desta
devido as dificuldades consideréveis e, por outro lado, os esfor¢cos despendidos para superd-las
pareceram prometer pouca recompensa. Em seguida, ele percebeu que, para a Matematica, nao
basta uma convic¢ao simplesmente moral, apoiada sobre muitas aplicagdes. Hoje, é mister a

demonstrac¢do, até mesmo, para os casos mais simples (FREGE, 1980, p.202).

Esse caminho o conduziu para os conceitos de nimeros e para as proposi¢cdes mais sim-
ples, validas somente para os nimeros inteiros positivos. Dai, surgiram as bases que constitui-
ram os conceitos mais fundamentais da aritmética. Originam-se, entao, dois tipos de demons-
tracoes, a saber: 1) quando, na dedugdo, esbarramos apenas em leis 16gicas gerais e definicoes:
a proposi¢do € analitica e 2) quando € possivel obter a demonstra¢do sem lancar mao de verda-
des que ndo sdo da natureza logica geral, mas que remetem a um dominio cientifico particular:
a proposicao € sintética. Em linhas gerais, as proposicdes analiticas sdo aquelas verdadeiras
por definicdo e devido ao seu significado em si. A seu turno, proposicdes sintéticas sdo ver-
dadeiras pelo significado pelo qual se relacionam com o mundo (FERREIRA, 2007, p. 14-15;
RUSSELL, 2001, p. 343-344). De acordo com Immanuel Kant, uma proposi¢do analitica é
uma proposi¢ao cujo conceito do predicado estd contido no conceito sujeito € uma proposi¢ao
sintética é uma proposicdo cujo conceito do predicado ndo estd contido no conceito do sujeito
(FERREIRA, 2007, p.14-15; RUSSELL, 2001, p.343-344). Como exemplos de proposi¢des

analiticas, temos:

a) “Todos os felinos sdo mamiferos.”

b) “Todos os triangulos tém trés angulos.”
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Observa-se que, nessas proposi¢des analiticas, o conceito do predicado estd contido no
conceito do sujeito, pois “ser felino” implica em “ser mamifero” e “ser triangulo” implica em

“ter trés angulos”.

Como exemplos de proposi¢des sintéticas, vemos:

a) “Todos os celibatarios sao infelizes.”

b) “Todas as criaturas com coragdo tém rins”.

Ja nas proposic¢des sintéticas, o conceito do predicado ndo estd contido no conceito do
sujeito, visto que, ndo necessariamente, “‘ser celibatdrio” implica em “ser infeliz” ou “ter um
coracdo” implica em “ter rins” (FERREIRA, 2007, p. 14-15; RUSSELL, 2001, p. 343-344).

Em seguida, daremos prosseguimento a outros conceitos.

5 MAIS HISTORIAS E CONCEITOS

Segundo a filésofa americana Susan Haack, em seu livro Filosofia das logicas, no século
XIX, século das publicacdes de Frege e Russell, houve um grande crescimento no desenvolvi-
mento e no estudo de sistemas 16gicos, entendidos de dois modos distintos, a saber: do ponto
de vista da Matematica formal e do ponto de vista da Filosofia da Matematica. No que tange ao

formalismo matematico, destacam-se:

a) O desenvolvimento do aparato l6gico padrio, isto &, a sintese dos calculos de predicados®

com Frege, Russell e Whitehead.

b) O desenvolvimento de alguns cdlculos como as 16gicas modais’ , 16gicas polivalentes® e

l6gicas intuicionistas’ , ou seja, o desenvolvimento de célculos “ndo cldssicos”.

Ja sobre a Filosofia da Matematica, avangou-se nas seguintes dire¢cdes, a saber:

a) No estudo filoséfico da aplicac@o dos sistemas 16gicos no argumento informal, na inter-

6“E uma ampliagdo do cdlculo proposicional mediante a formalizacdo das inferéncias que se baseiam na estrutura
interna das proposi¢des.” (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p. 55)

7“Sistema 16gico que formaliza relacdes como as de ‘necessidade’, ‘realidade’, ‘possibilidade’, ‘casualidade’, e
suas nega¢des.” (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p. 281)

8«Sistema 16gico-formal cujas expressdes admitem em sua interpretacio mais de dois significados verdadeiros [...]”
(ROSENTAL; IUDIN, 1973, p. 281)

9¢[...] corrente matemdtica fundada por L. E. J. Brouwer, inspirada nas ideias de L. Kronecker [...], para quem o
conceito de ndmero natural fora dado a intui¢do humana, afirmando que os nlimeros naturais foram feitos por Deus
e os outros pelo homem.”(ABBGNANO, 2003)
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pretagio dos conectivos'® e dos operadores!! como os de verdade!? e verdade das lingua-

gens formais e/ou formalizadas'.

b) No estudo dos objetivos e da capacidade de formalizac¢do por alguns que acreditam que a
Filosofia das linguagens formais € importante (HAACK, 1998, p. 17-21).

De acordo com a autora, as légicas “ndo classicas”, isto €, aquelas que t€ém mais de dois
valores de verdade ou que nao descendem diretamente de Aristételes, desenvolveram-se lado
a lado com a ldgica cldssica. Deste modo, o desenvolvimento das dreas supracitadas sdo de-
pendentes entre si. Por exemplo: mesmo que a l6gica modal e a 16gica polivalente sejam mais
antigas, os seus desenvolvimentos formais e sistematicos sé ocorreram ap6s a formalizagdo dos
calculos “nao modais” (HAACK, 1998, p. 133-136). Concomitantemente, as criticas filos6fi-
cas tiveram uma grande influéncia no desenvolvimento dos célculos “ndo cldssicos”, como no
caso das I6gicas modais, da pretensio do condicional de representar a implicagdo'*. Outrossim,
novas questoes filosoficas levantadas originalmente pelos cdlculos cldssicos tiveram um grande
avancgo gracas as inovagdes formais, como as questdes sobre a interpretagdo dos quantificadores
e sua relacio com termos singulares'> que surgiram de uma forma nova quando a inteligibili-
dade da 16gica modal de predicados foi contestada (HAACK, 1998). Algumas vezes, 0s novos
sistemas formais desafiaram as pressuposicoes aceitas sobre os objetivos e aspiracdes das 16-
gicas formais, como a légica da relevancia que questiona além da adequacgdo dos condicionais
materiais. Esta 16gica também questiona a concepcdo cldssica de validade'¢ . J4 a légica in-
tuicionista deriva em parte de um desafio a presuncdo “logicista” da prioridade da légica em
relacdo a Matematica e as logicas polivalentes, que afirmam que a formalizagdo ndo precisa,

necessariamente, corrigir ou evitar a Vaguidade17 (HAACK, 1998).

10¢Na 16gica contemporanea, esse é o nome dado aos simbolos impréprios [...] que, combinados com uma ou mais
constantes, formam ou produzem uma nova constante.” (ABBGNANO, 2003, p. 173)

<[ ] um sfmbolo impréprio [...] que pode ser usado, juntamente com uma ou mais varidveis e com uma ou mais
constantes ou formas para produzir uma nova constante ou forma.” (ABBGNANO, 2003, p. 729)

12«Reflexo fiel, assertivo, da realidade no pensamento, reflexo comprovado, em dltima instancia, mediante o critério
da pratica. “ (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p. 479)

13“Um dos conceitos fundamentais da semantica Iégica; é uma pontuagdo do conceito aristotélico de verdade apli-
cado as proposic¢des das linguagens formalizadas.” (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p. 480)

14“Operacio 16gica que forma uma proposi¢io composta de duas proposi¢des (por exemplo, p e q) por meio do nexo
16gico Se p ... entdo q” (ROSENTAL; IUDIN, 1973, p. 236; HAACK, 1998, p. 133-136])

15“Termo ou uma proposicio que denota um tnico objeto [...]” (ABBGNANO, 2003, p. 903)

16«Conformidade com regras de procedimento estabelecidas ou reconhecidas. Nesse sentido, diz-se que h4 validade
na inferéncia que se conforme as regras da logica, na lei que se conforme as regras constitucionais, na sentenca
que se conforme as leis, na ordem que seja dada pela pessoa a quem cabe da-la e nas formas estabelecidas pela
regra.”“ (ABBGNANO, 2003, p. 903)

17“Diz-se que uma palavra (ou um conceito ou uma proposicdo) é vaga se o seu significado ndo for suficientemente
determinado, de tal modo que havera casos em que parecerd impossivel decidir se ela € aplicavel ou nao” (ABBG-
NANO, 2003, p. 987).
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6 CLASSES E EQUIPOTENCIA DE CLASSE

Uma classe ou uma colec@o pode ser definida de duas maneiras distintas. A primeira
maneira de definir uma classe € por enumeracao, quando dizemos “A colecdo a que me refiro é
a de Artur, Joel e Rui” e a segunda € a que menciona a definicdo que enumera. Esta, segundo
Russel, é chamada de extensdo, enquanto que aquela € chamada de intencdo ou compreensao.
Para Frege, entre os dois tipos de defini¢des, a de compreensdo € mais fundamental, pois a
definicdo extensional pode ser sempre reduzida a uma definicdo compreensiva e a definicdo
compreensiva frequentemente nao pode, nem sequer teoricamente, ser reduzida a uma definicao
extensional (EVES, 2004, p. 24). Assim, Artur, Joel e Rui possuem uma certa propriedade que
ndo € tida por mais ninguém em todo o universo, a saber: a de serem ou Artur, ou Joel ou
Rui. Logo, podemos usar essa propriedade para dar uma definicdo por compreensao da classe
que consiste de Artur, Joel e Rui. Podemos por exemplo, na tentativa de definir o conjunto por
compreensao dizer que o conjunto € o conjunto dos elementos x, tais que x € Artur, ou x € Joel,
ou x é Rui (EVES, 2004, p. 25).

Para ficar ainda mais claro, podemos notar que a enumerag¢do nio poderd ser sempre
utilizada, por exemplo, ndo podemos contar todos os nimeros naturais, ou seja, € impossivel
utilizar a enumeracdo com as classes infinitas (EVES, 2004, p. 25). Em primeiro lugar, os nud-
meros formam, eles proprios, uma cole¢do infinita e ndo podem ser definidos por enumeracao
(EVES, 2004, p. 25). Em segundo lugar, as cole¢des que possuem um determinado nimero, por
exemplo, sdo infinitas, ou seja, existem infinitas duplas, trios e assim por diante. Como quere-
mos definir o nimero, também, vamos conceituar o infinito, visto que para definir o mesmo tem
que ser por compreensdo (EVES, 2004, p. 26). Para muitos, uma classe e uma caracteristica
que a define sdo praticamente a mesma coisa, no entanto, a diferenca consiste no fato de haver
apenas uma classe com um dado conjunto de membros, mas, h sempre muitas propriedades ca-
racteristicas diferentes pelas quais uma determinada classe pode ser definida. Assim sendo, um
homem pode ser definido como bipedes sem penas ou como animais racionais (EVES, 2004, p.
27).

O agrupamento € uma classe de classes (EVES, 2004, p. 27). Portanto, para saber
em qual agrupamento deve ficar cada colecdo, temos que determinar quantos membros tém
cada uma. Assim, é s6 colocar cada classe em um agrupamento de acordo com o nimero de
membros. Consequentemente, concluimos que € necessdrio contar para saber quantos membros
temos em uma colecdo, mas, ela s6 pode ser utilizada quando trabalhamos com uma cole¢ao
finita, ou seja, ndo podemos utilizar a mesma para todos os casos (EVES, 2004, p. 28). Isto nos
leva ao conceito de relagdo, sem o qual a Matematica ndo existiria. Suponhamos que existam,
no mundo, a mesma quantidade de esposas e maridos. Neste caso, dirfamos que existe uma

€,

relacdo de um para um. Diz-se que uma relacdo € de “um para um” quando, se “x” tem essa

(132

relacdo com “y”, nenhum outro “x”” tem a mesma relacdo com y, e “x”” ndo tem a mesma relagao

com qualquer elemento “y’ “diferente de “y” (EVES, 2004, p. 28). Quando somente a primeira
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relacdo € satisfeita, chamamos essa relacdo de “um para muitos”, ji4 quando apenas a segunda
¢ satisfeita, chamamos de “muitos para um” (EVES, 2004, p. 28). Combinando as ideias de
classe e relagdo, Russel diz que duas classes sdo equipotentes quando existe uma relagao de “um
para um” capaz de relacionar essas duas classes, como a relacdo de maridos e esposas (EVES,
2004, p. 28). A classe dos elementos que tem uma determinada relacdo com algo € chamada
de dominio daquela relagdo, como os maridos sao o dominio da relagao de marido para esposa.
Ja a relacdo da esposa para o marido, é chamada de inversa. Utilizando essas defini¢des, o
autor chegou a seguinte conclusdo: “Uma classe diz-se «equipotente» a outra quando hd uma
relacdo de um-para-um da qual uma das classes é o dominio e a outra € o dominio inverso”
(EVES, 2004, p. 29). Desse ponto, Russell inferiu que toda classe € equipotente a si mesma.
Se uma classe “a” é equipotente a uma classe “b”, entdo “b” é equipotente a “a”. Se “a” é
, entdo “a” é equipotente a “c” (EVES, 2004, p. 29).

A nocio de equipoléncia ndo exige uma ordem, visto que o nimero de maridos é o mesmo que

Z b €C 9

equipotente a “b”, e “b” € equipotente a “c

o nimero de esposas, sem termos de estabelecer uma ordem de precedéncia entre eles (EVES,
2004, p. 30). Essa no¢do também ndo exige que as classes equipotentes sejam finitas. Assim,
se colocarmos, em um conjunto, os nimeros naturais excluindo o “0” e as fra¢des que t€m “1”
como numerador, podemos relacionar o 2 com o L 03como %, provando, assim, que as duas
classes sdo equipotentes, sem que se precise contar a quantidade de elementos existentes em

cada classe, o que seria impossivel.

7 CONCLUSAO

Retomando brevemente o cerne de nossa discussdo, isto €, quais s@o os principais con-
ceitos/ideias pertinentes a Filosofia da Matemadtica e a 16gica na visdo de Russell, levantamos

0s seguintes pontos, a saber:

1) Um ntimero natural € o conjunto de todos os conjuntos com a mesma quantidade de

elementos.

2) Os axiomas de Peano, apesar de descreverem perfeitamente bem os nimeros naturais,
ndo se limitam somente a estes, deixando espaco para imaginarmos outros conjuntos que,

também, se adequam aos mesmos axiomas.

No que tange a Frege, contemporaneo, inspirador e, a0 mesmo tempo, adversario de
Russell, podemos dizer que sua influéncia foi de suma importancia para o desenvolvimento da

teoria 16gico-matemadtica de nosso fil6sofo.

No mais, a obra de Russell, mesmo que tenha passado por criticas e autocriticas foi, € e
sempre serd um precioso objeto de estudo para os amantes e curiosos da Matemaética. Do ponto

de vista filoso6fico, o logicismo é um marco na Filosofia da Matemdtica e todo estudioso destes
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assuntos deve tentar compreender aquilo que o logicismo propde e quais sdo as suas limitacoes.
Nesse espirito, assim termina o livro Introdugdo a Filosofia da Matemdtica de Russell: “Se
algum estudante for levado a um sério estudo da 16gica matematica por este pequeno livro, este

terd servido ao principal propdsito com que foi escrito” (RUSSELL, 1966, p. 197).
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