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A divisao aurea e o numero de ouro
The golden division and the number of gold

Edson Durio Judice!" 2

Resumo

Este artigo apresenta contetido de Matematica quanto a divisdo durea de um segmento de
reta, o nimero de ouro, o retingulo dureo bem como a divisdo de um circulo em dez ar-
cos. Esta dltima se constitui como uma bela aplicagdo da divisdo durea. O tratamento se
refere tanto a interpretacdo geométrica quanto ao desenvolvimento algébrico, discorrendo
a exposi¢cdo dedutiva com uma linguagem f4cil e acessivel para compreensdo. Traz tam-
bém algumas propriedades notaveis dos conceitos trabalhados. Sdo tratados elementos de
Geometria de rara beleza, pela sua simplicidade, que se integram com elementos da Arit-
mética e da Algebra. A divisdo durea tem aplicacdes na Geometria e, por isso, é importante
também nas Artes Plasticas e Arquitetura, onde é conhecida como a “divina propor¢ao”.
Curiosos exemplos dessa aplicagdo sao encontrados na Boténica e na Zoologia. Entretanto,

este artigo se limita as aplicacdes da Geometria Elementar.
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Abstract

This article presents math as the Golden Division of a line segment, the number of gold, the
golden rectangle as well as the Division of a circle in ten arcs. This last is like a beautiful
golden Division application. The treatment refers to both the geometrical interpretation as
algebraic development, talking the deductive exposition with a language easy and accessi-
ble to understanding. Also brings some notable properties of concepts worked. Elements
of geometry are of rare beauty, for its simplicity, that integrates with elements of arithmetic
and algebra. The Golden Division has applications in geometry and, therefore, being also
important in fine arts and architecture, where it is known as the "divine proportion". Cu-
rious examples of this application are found in Botany and zoology. However, this article
limits the applications of elementary geometry.
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1 INTRODUCAO

Consideremos um segmento de reta de extremidades A e B. Indicaremos pelo sim-
bolo AB ou (ou BA) tanto o segmento quanto o seu comprimento, medido com uma unidade

arbitraria. Seja M um ponto do segmento AB, distinto de A e de B (Figura 1).

Figura 1 — Segmento de reta de extremidades A e B
L . +
A M B
Fonte: (JUDICE, 1971)

O ponto M divide o segmento AB em dois segmentos AM e M B. Entre os compri-
mentos dos segmentos da figura, temos evidentemente a relacio AM + M B = AB. Fazendo

AB =ae AM = x, essa relagao se escreve:
r+ MB = a,

onde a e x sdo numeros reais positivos. Segue-se que M B = a — x. Impondo condi¢des aos

comprimentos AM e M B, podemos obter vdrias maneiras de dividir o segmento de reta AB.

Por exemplo, se quisermos que seja AM = M B, x devera satisfazer a equacio x =

a — x, ou seja, 2z = a, donde x = §; nesse caso, M € o ponto médio do segmento AB.
Se quisermos que seja 44 = T 4 devera verificar a equagio -2~ = 7, oudx = Ta—Tx
q q ] MB 4° quag 4° ’

a—x
— Ta
segue-se que x = {7

Em geral, dado o ndmero real positivo £, existe um tnico ponto M do segmento de reta
AM

MB
xT

—~£_ =k, cuja tnica solucdo é x =
a—x

AB para o qual se tem = k. Com efeito, a equagdo correspondente a essa condigdo é

ka
k+1°

2 DIVISAO AUERA DE UM SEGMENTO DE RETA E O NUMERO DE OURO

Passemos, a seguir, ao assunto que é o objeto deste artigo. Trata-se da divisdo durea de
um segmento de reta, também conhecida na Geometria como divisdo de um segmento de reta
em média e extrema razdo. Na Figura 1 ja apresentada, o que queremos agora € encontrar o

ponto M do segmento AB que satisfaz a condig@o

AM  MB

- = ) 2: .
a5 = A Ot (AM)* = AB - M B.

Em outras palavras, queremos dividir o segmento AB em duas partes AM e MB tais que

a primeira delas, AM, seja a média geométrica do segmento dado AB e da segunda parte, M B.

Usando as mesmas notacdes anteriores AB = a, AM = x, onde a e x sdo nimeros
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positivos, vemos que o valor de = deve ser uma raiz positiva da equagio 2 = a(a — z) ou

22 + ax — a® = 0. Resolvendo essa equacdo, encontramos:

—aj:a\/g —1j:\/3
= - Q.
2 2

A tnica raiz positiva é:

Gy

x—T a.

Esse € o valor exato do comprimento do segmento AM solucdo do problema, o qual se

diz segmento aureo do segmento AB.

Como /5 é o nlimero irracional 2, 236067977... , podemos calcular valores aproximados
de x usando as aproximacdes decimais de v/5. Usando trés algarismos decimais, achamos para

o segmento dureo o valor aproximado:

2,236 — 1
2

o~

T -a=0,618a.

Voltemos ao valor exato do segmento dureo:

VBt

ZIZ’—T a.

é o inverso de

VE—1 | V541 V5-1 V5+1
2 2 2 2
nimero € um irracional notdvel, ligado a muitos problemas matemadticos, e tem interessantes

Observemos que = 1. Por tanto, Ora, este ultimo

propriedades; ele é¢ chamado niimero de ouro e designado pela letra grega ¢ (fi). Escrevemos

entao:
V5 +1 V-1 1
—_—=p & — = —.
2 2 %)
Notemos, ainda, que @ — @ =1, ou seja:

1 1
p — — =1, donde resulta : — = p — 1.
") ®

Outra bela propriedade do nimero de ouro € esta: > = ¢ + 1, conforme poderd o leitor

verificar facilmente.

Escrito na forma decimal, o nimero de ouro ¢ se apresenta com uma infinidade de
algarismos decimais, sem periodicidade. Ei-lo escrito com os seus oito primeiros decimais:
¢ = 1,61803398... . O inverso de ¢ é: é = 0,61803398... .

Voltemos a divisdo durea. Se um segmento de reta tem comprimento a, vimos que o seu

segmento dureo mede:
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Em vez de achar o segmento dureo calculando o seu comprimento, podemos construi-lo

usando a régua e o compasso. Para isso, existem algumas solu¢des. Uma das mais simples esté

ilustrada na Figura 2. Seja AB = a o segmento de reta dado. Prolonguemos AB, a esquerda

de A, de um comprimento AC' = a. Em seguida, tracemos um semicirculo de didmetro BC' (o

seu centro € o ponto A). Seja D o ponto onde esse semicirculo encontra a reta perpendicular a

AB no ponto A. Com centro em F, ponto médio do raio AC, tracemos o arco de circulo DM,

onde M ¢ a intersecdo desse arco com o segmento AB. O segmento AM € o segmento dureo
de AB. Com efeito, AM = EM — EA. Mas,

Logo:

Figura 2 — Segmento de reta
D

c E A M B
Fonte: Elaboracio do autor deste artigo

FEA=5e EM = ED. No tridngulo retingulo £AD, temos:

2 _ 2 2 _ 2 92_5_@2
(ED)* = (AD)* + (BA) = * + (5) = 21
(ED):“\/SQAM:‘LVS_EZE.GZL
2 2 2 2 o

como queriamos provar.

A divisdo durea tem aplicacdes interessantes na Geometria Elementar e, por isso, € im-

portante também nas Artes Pldsticas e na Arquitetura, onde é conhecida como a divina pro-

porc¢ao. Curiosos exemplos dessa aplicacdo sdo encontrados na Botanica e na Zoologia. Nao

temos espaco, nem tempo, para trazer aqui tais exemplos, pois queremos tratar o assunto dentro

da Geometria.
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3 RETANGULOS AUREOS

Por defini¢do, um retangulo diz-se aureo quando o seu lado menor é o segmento dureo
do lado maior. Assim, se a e b forem os lados de um retdngulo, sendo a < b, esse retangulo
serd dureo se for a = é~b,oub = ¢ - a, onde ¢ € o numero de ouro ¢ = @ = 1,618 e
i = % = (,618. Em outras palavras, o retangulo de lados a e b, sendo a < b, € dureo se a
b
a

A Figura 3 abaixo d4 ao leitor uma ideia aproximada de um retangulo dureo ABCD.

razdo -~ € o nimero de ouro ¢. E 6bvio que todos os retangulos dureos sdo figuras semelhantes.

Figura 3 — Retangulo aureo

C F D
AB=CD=b :
AD =BC =a : EB=c¢
b=y-a :

A E B

Fonte: Elaboracao do autor deste artigo

O retangulo aureo € o mais belo dos retingulos. Essa é, certamente, uma afirmacao
que ndo pode ser provada, em face do seu carater subjetivo, mas costuma ser aceita por muitos

artistas e estudiosos da Estética.

Uma propriedade notdvel dos retangulos dureos € a seguinte: todo retangulo dureo é
decomponivel em um quadrado e outro retangulo dureo. Para demonstrar esse fato, retomemos
a dltima figura acima, na qual ABC'D € um retdngulo dureo no qual AB = CD =be AD =
BC = a, onde a < b. J4 sabemos que b = ¢ - a, onde ¢ € o nimero de ouro. Tomemos
AF = DF = a e tracemos o segmento de reta K F'. O retaingulo ABC'D fica decomposto no
quadrado AEF D, de lado a, e no retingulo EBCF'. A tnica coisa que nos resta provar € que

este ultimo € também um retangulo dureo.
Ora, fazendo £'B = ¢, podemos escrever:

1
c=FEB=AB—-AE=b—a=pa—a=(p—1)-a=—-a.
2
Portanto, o lado E'B do retaingulo EBCF é o segmento dureo do lado BC), e isso prova que

EBCF € um retangulo aureo.
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4 DIVISAO DE UM CIRCULO EM DEZ ARCOS IGUAIS

A divis@o durea ocorre na solucdo de interessantes problemas geométricos. Vamos ter-
minar nossa exposi¢ao discorrendo sobre um dos mais belos, que € a divisdo de um circulo em
10 arcos iguais, ou seja, a constru¢do do decdgono regular inscrito em um circulo. Imagine-
mos, no plano, um circulo de centro O e raio R e nele inscrito um decdgono regular. Na figura
que segue, supomos que a corda AB do circulo € um qualquer dos dez lados do poligono. O
arco ZE por ser a décima parte do circulo, mede 36°, e esta € também a medida do angulo
central AOB. No tridngulo AOB, is6sceles porque OA = OB = R, temos OAB = OEA, e
OAB + OBA = 180° — 36° = 144°. Segue-se que OAB = OBA = 72°. No triangulo AOB,
tracemos a bissetriz BC' do angulo OBA, que encontra o lado O A no ponto C'. Resulta que:
OBC = ABC = 36°, ACB = 72° O triangulo ABC' € isésceles porque CAB = ACB = 72°;
logo, AB = BC'. Da mesma forma, o tridngulo O BC' ¢ isdsceles porque COB = CBO = 36°;
logo, BC' = OC. Portanto: AB = BC = OC. Mas, sabemos que a bissetriz do angulo OBA,
no tridngulo ABO, divide o lado oposto O A em partes proporcionais aos lados adjacentes, isto

é: 9 = 9B ou, por ser OB = OAe AB = 0C: %5 = 24 /isto é: (0C)* = OA - CA

Figura 4 — Arco Xl\?., décima parte do circulo.

0 T A

Fonte: Elaboracao do autor deste artigo

A tltima igualdade prova que OC' € o segmento dureo de O A, isto é, o lado do decdgono

regular inscrito em um circulo é o segmento dureo do raio.

Se designarmos por [,, o comprimento do lado do poligono regular de n lados inscrito

no circulo de raio R, alguns resultados importantes certamente conhecidos do leitor s@o estes:

Para o tridngulo equilétero (n = 3)

ls = RV3.

Para o quadrado (n = 4)

I, = RV2.
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Para o hexdgono regular (n = 6)

Para o decagono regular (n = 10)

1 5—1
SRR

conforme acabamos de estabelecer.

Para o pentdgono regular (n = 5), um teorema que o leitor pode encontrar em textos
de Geometria Elementar afirma que o lado do pentdgono regular inscrito em um circulo é igual
a hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos catetos sdo os lados do hexdgono e do decdgono

regulares inscritos no mesmo circulo. Usando esse teorema, podemos escrever:

2

<\/5_1) . R2

(15)° = (1) + (ho)* = B* + | -

ou seja:

R
Is = 5\/10 — 2V/5.
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