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Resumo

Neste artigo estendemos a cldssica formula de Molien, para grupos finitos G, ao caso em
que G é um subgrupo fechado do grupo O(n) das transformagdes ortogonais do R", e a
aplicamos ao cdlculo da fun¢do de Polya de G.

Palavras-chave: Grupo ortogonal. Harmdnico esférico. Subgrupo fechado. Invariante.

“*Submetido em: 07/10/13 - Aceito em: 07/11/2013
!Professor aposentado da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), Brasil.
ZProfessor titular da Pontificia Universidade Catélica de Minas Gerais (PUC Minas), Brasil.



Funcdo de Polya e a Férmula de Molien

Abstract

In this paper we extend the classical Molien’s formula for finite groups G to the case where
G is a subgroup subgroup of O(n) (the group of orthogonal transformations of R™), and
apply it on computation of the Polya function of G.
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1 CONTEXTUALIZACAO DO PROBLEMA

O estudo dos harmonicos esféricos se justifica pela sua importancia e aplicacdes na
Analise, Geometria e Fisica classicas. Mais recentemente tais harmdnicos mostraram-se uteis

no estudo de certos problemas da Mecanica Quantica e da Fisica de Particulares Elementares.

Seja S™! a esfera unitdria no espago euclideano R™, O(n) o grupo ortogonal de R",
isto é, o grupo das matrizes n x n o taisque o' = o~ ! (onde o! significa a transposta de

o eo SO(n) osubgrupo O(n) formado pelas o € O(n) tais que deto = 1.

Defini¢do: Um harmonico esférico f; , de grau k , € a restricdo a S"~! de um polindmio

homogéneo Fy(x),de grau k, que é harmonico, isto é,

0*Fy 0*Fy _ 0
ox? I
Temos
r=(21,...,2,) ER", r=|ax| = /Jxi+...+22
e

Fi(2) =r* fi(5) para r#0.

Vamos representar por H; o espago vetorial dos harmdnicos esféricos de grau k, e por

Hi(G) o subespago dos harmonicos esféricos de grau k que sdo invariantes sob G , isto é,

He(G) = {fx € He|fu(c &) = fu(§) Yo e G, VEe 5"

Estamos interessados em determinar quando é que Hy(G) # 0. Para isto estudamos a

Funcdo de Polya, F;(t), definida pela série formal

Fa(ty = > " dim Hy(G).

k>0

Calculo de F(1):
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Seja S =R [zy,...,2,| adlgebrados polindmios em n varidveise Sy = {p € S; p

¢ homogéneo de grau k}. Entdo: S = ©>o Sk.

Definamos a aplicacio ¢, : S, — Hj, como se segue. E um resultado cldssico
Hobson (1931, p. 127) que todo polindmio homogéneo p = p(zy,...,x,) pode ser escrito
de modo tnico como p = >, (z+...22)*h; , onde hy € um polindmio homogéneo de grau
iguala (grp —2k), 0 <k < %P e h, é harmdnico. Definimos

O p(xr) = ho (€), onde & =

RS

,’I":|$|7§0

Proposicdo: ¢, é uma aplicago linear sobrejetora com nicleo (22 + ...+ 22)S)_,. Portanto,

temos o isomorfismo

Sk

Hy ~
P (@24 4 22)Sk

Demonstracdo:
E claro que ¢y, é linear. Para ver que ela é sobrejetora, seja fr € Hj e Fj, o polindmio
homogéneo harmdnico correspondente, tal que Fj (z) =7rf, (£), & =2 r#0.
Entdo ¢y (Fy) = fi,e ¢ € sobrejetora.
Agora ¢, (p) = 0= h, (§)=0 Ve S« h(x) =0

Ve eR"<=h, = 0<pe (z?+...+122) Si_o,donde

kergr = (22 + ...+ 22)Sk_o.

Seja Sk(G) {p € Sk|p(ox) =p(x) Voe G, VreR"'} e S(G)= ks Sk(G);

os elementos de S(G) s@o os polindmios que sdo invariantes sob G.

Proposicao:
Sk (G)

Hy; (G) é isomorf,
» (G) € isomorfo a (22 +...+22) Si2 (G)

Demonstragao:

Sep € Sy (G), entdo p (0x) = ho(ox) + r’q(ox) = p (x) = he (z) + r%q(z) .
Portanto, h.(cx) = he (),q(cx) = ¢ (x),ouseja, ho (§) € H, (G), q(x) € Sk—2 (G)
Segue-se que ¢, leva Si (G) em Hy (G) eque kergy | Sk (G) = Sk (G) N kerg, =
SLG)N (2 +...+22) Sk o = (3 +...+22) S 2 (G).

Agora, se fi € Hy (G) e Filx) = r* fy(€), entdo fu(0€) = f(€) implica Fi(ow) —
Fi (x),donde Fj € Sy (G) e ¢ (Fy) = fr Portanto, ¢y leva Sy (G), sobre Hy (G) com

ndcleo (2% + ...+ 22)S;_2(G) e temos o isomorfismo
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Sk (G)
(22 + ... 4+ 22)Sk2(G)

Coroldrio: dimHy (G) = dimSy (G) — dim Si_5 (G) .
Defini¢do:
A série de Poincaré de S(G) é definida por

Pe (t) = Y thdim Sy (G).

k>o

Proposicao:

Fo (t) = (1-) Ps (t).

Demonstracao:

Temos,
1=2) Pa(t) = > (1= thdimS, (G) =

k>o

= ) [tdimSy (G) — t"2dim S, (G)] = > t*[dimS, (G) — dimSy_ (G)] =

k>o k>o

= Y t*dimHy(G) = Fu(t).

k>o

Queremos provar a férmula Pg (t) = fg G Mda onde do é a medida de

Haar normalizada sobre o grupo compacto G, isto é, |, g do = 1.

O grupo G atua sobre S, por OF) : G — L(Sk, Sk), o (px) = proo’, L (S, Sk)
sendo o espaco vetorial das aplicacdes lineares de .S, em Sj.

Lema: (BOURBAKI, 1968)
TreWy =
>, (Trey) det(1 — to)

Demonstragao:

Podemos supor que o corpo é € ao invés de R. Escolhamos uma base de C" de modo

que a matriz de o: ¢" — " seja diagonal,
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A 0
M = ' =diag (A1, ..., \n).

0 An

Os mondmios m(t) = (¢1* ... 17" )r,+. +rn—k, formam uma base de Sj. Temos

OW (. ') =0 (m)(ty, ... tn) =

=moa(ty,... ty) = A" Nt

Relativamente a base (¢7'...¢"™" _ +r —g, Na ordem lexicogréfica, a matriz de ©F ¢é
1 n Jrit..+rn=Fk o
diagonal e seus elementos diagonais sao os produtos ~ A* ... A ..

OW = diag A .. X))

Entao,

k n
Trel) = Y AL
ri+...+rn==k
e, portanto, temos

> (TreP)t =" > ATLUATL T g =

k>o k>o 4. +rn=k

1 1 1

1 — At det(1 —to)
k>o k;>o

Teorema:
PG(t) = fG det(llfta) do
Demonstragao:
Seja @(k G = L (Sk,Sk) 6 (pk) = pkoat.

Definamos I = fG oW do .
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Entdo (ADAMS, 1969, p. 35),

=1 Im(I) = S (G) e Trl = / TrO® do = dim Sy (G).
G

Segue-se que
Pe(t) = Y t*dim Sy (G) = Z(/ Tr.0W do) th =

E>o k>0 VG
A

1—¢?
Fo(t) = /G = m do, que é a férmula de Molien.

(Z (Tr W) t5) do = / _ do.

k>o G

Corolario:

Exemplo 1: Se G = {e},entdo Hy(G) = Hy e det(l —te) = (1 —t)" Entido,

141 .
FG(t) = W = Z tk dim Hk,
k>o

e obtemos o resultado classico (MULLER, 1966, p. 4):

(n+2k—2) (n+k—3)!
k! (n —2)!

No caso particular de n = 3, temos: dim H, = 2k + 1.

Observagao:

Se G é um grupo finito, entdo:
1 1—¢
Fe = — _—
“ |G| Uz: det(l1 —to)

onde |G| = ordemde G .

Exemplo 2:

Se G é um subgrupo fechado de SO(3), podemos escrever o € G na forma:

1 0 0
o= 10 COSQy;  —Senty
0 +sena, cosa,

e temos a formula

1+1
Fg(t) :/ i do

ca 1 —2t cosa, + t2
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2 CONSIDERACOES FINAIS

Polya e Meyer calcularam a fungdo geratriz F(t) para os subgrupos finitos de O(3).
Seus resultados estdo em Polya e Meyer (1950).

O presente autor calculou F(t) para os subgrupos fechados de O(4). Seus resultados
estdo em Mendes (1975).

A ideia da demonstragdo acima € devido a J. P. Fillmore, a quem agradecemos.
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