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Resumo

O objetivo deste estudo foi promover o desenvolvimento das idéias fundamentais de estocastica
de acordo com Heitele (1975), através de atividades recreativas e aleatorias, em particular para
beneficiar idéias prévias do acaso, como antecedente ao célculo de probabilidades. Concebeu-se
um curso em duas sessdes para professores do nivel secundario superior e superior, com ativida-
des que favorecem o desenvolvimento do pensamento probabilistico; ja que a probabilidade é
importante na tomada de decisdes na vida cotidiana, "mas também € importante reconhecer o
‘Azar’ como uma possibilidade de tomar decisdes baseadas em conceitos matematicos para pre-
ver ou estimar a probabilidade de um evento" . Para a fundamentacédo teorica, o trabalho apresen-
ta como suporte tedrico trés eixos importantes: Epistemolégico, Cognitivo, Social. Segundo Oje-
da (2003), é necessario fornecer ao individuo uma cultura matematica abrangente, o que leva ao
tratamento de questdes probabilisticas e estatisticas.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Estatistica. Pensamento probabilistico.

Resumen

Este estudio tiene como objetivo, mediante actividades lidico-aleatorias propiciar el desarrollo de
las ideas fundamentales de estocasticos segun Heitele (1975), en lo particular interesa beneficiar
ideas previas del azar, como estado antecedente al célculo de probabilidades. Ha sido disefiado
un curso en dos sesiones, para profesores de nivel medio superior y superior, a los cuales se les
presentaran actividades que les favorezcan el desarrollo del pensamiento probabilistico; ya que la
probabilidad es importante en la toma de decisiones en la vida cotidiana, “pero también es impor-
tante que se reconozca al Azar como una posibilidad para la toma de decisiones a partir de no-
ciones matemdticas que permitan predecir o estimar la probabilidad de un suceso”. Para la fun-
damentacion tedrica, el trabajo presenta como sustento teorico tres ejes importantes: Epistemol6-
gico, cognitivo, Social. Segtn Ojeda (2003), se exige proporcionar al individuo una cultura ma-
tematica integral, esto conlleva al tratamiento de temas probabilisticos y de estadistica.
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Introduccion

Partimos de la idea que mediante actividades ludico-aleatorias se
puede propiciar el desarrollo de nociones de azar, de probabilidad y del
enfoque frecuencial.

Las actividades estan pensadas para estudiantes del bachillerato
universitario (17-18 anos), pero son actividades que se aplican a cual-
quier nivel, a los cuales se les presentaran actividades que les favorezcan
el desarrollo del pensamiento probabilistico; ademas se considera que la
probabilidad es importante en la toma de decisiones en la vida cotidiana,
pero también es importante que se reconozca al Azar como una posibili-
dad para la toma de decisiones a partir de nociones matematicas que
permitan predecir o estimar la probabilidad de un suceso. Las actividades
se analizaron bajo cinco criterios (OJEDA, 2006). Es importante mencio-
nar que éstas propician la distincion de los vértices del triangulo episte-
mologico (STEINBRING, 2005), por ello es importante la interaccion de los
ninos con el material concreto desarollado por Lopez e Mojica.

La presentacion de la propuesta institucional senala que:

... la ensenanza de las Matematicas en la Escuela Nacional Pre-
paratoria presenta, a través de este programa, cambios sig-
nificativos en la estructura y secuencia de los contenidos y prin-
cipalmente en su enfoque metodologico, pues se orienta hacia un
aprendizaje basado en la solucion de problemas. Por medio de
los contenidos propuestos, el alumno ahora conocera, compren-
dera y aplicara la estadistica descriptiva, la simbologia de los
conjuntos, y el concepto de probabilidad en el planteamiento de
problemas que se resuelven aplicando los conocimientos ya
enunciados. La aplicacion de esté método privilegia el trabajo en
el aula, ya que el profesor identificara con el grupo problemas ti-
po, posibles de resolver con el paradigma en cuestion. (Programa
de estudios de ENP, 1996, clave 1712).
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El método propuesto para el bachillerato universitario parte del
planteamiento de problemas simples que iran aumentando su comple-
jidad en el tratamiento de un mismo tema; para cada problema el profe-
sor establecera mecanismos de analisis de los componentes conceptuales
y operativos del problema en cuestion, a fin de que el alumno, en lo posi-
ble, lo interprete. Este método se basa en la identificacion de sus elemen-
tos y las relaciones entre ellos para, finalmente, arribar a posibilidades
de solucion y de interpretacion. Por tanto, el método tiende a constituirse
en una etapa intermedia en el transito de una ensenanza lineal y algo-
ritmica a una ensenanza de construccion. Para evaluar los alcances de
este método de trabajo es necesario que el profesor, luego del planteami-
ento y analisis de problemas y procedimientos de solucion con el grupo,
asesore en clase la parte de la ejecucion y proporcione la realimentacion
pertinente al alumno.

Elementos Teoricos

Para la fundamentacion teorica, el trabajo presenta como sustento
tres ejes importantes: Epistemoldgico, Cognitivo, Social.

Epistemoldgico, se consideran las ideas fundamentales estocasticas;
Heitele (1975) propone un curriculo en espiral en el cual una nociéon ma-
tematica, en particular la teoria de la probabilidad, se trabaje en varios
grados escolares con diferentes niveles de profundidad. El cursillo esta
disenado para favorecer el desarrollo de las ideas fundamentales estocas-
ticas, con actividades que nos permitiran mostrar que las ideas funda-
mentales no pueden ser solo ancladas el ambito escolar.

Ojeda propone las ideas fundamentales:

Medida de probabilidad.

Espacio muestra.

Adicion de probabilidades.

Regla del producto e independencia.
Combinatoria.

Equiprobabilidad y simetria.
Variable aleatoria.
Modelo de urna y simulacion.
Ley de los grandes numeros.
Muestra.

(OJEDA, 2007, p. 13)
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También se considera el trabajo de Piaget e Inhelder (1951), para el
desarrollo de la idea de azar en el nino. Para ello, los autores considera-
ron importante la concepcion de la mezcla aleatoria como irreversible y
progresiva. Esto significaria el reconocimiento de la reversibilidad de las
operaciones y la comprension de lo que es el azar. Para describir el desa-
rrollo de la concepcion de mezcla aleatoria en el nino Piaget describe tres
estadios: el de operaciones preconcretas (4-7 anos), el de operaciones con-
cretas (8-10 anos), el de operaciones formales (11 anos en adelante).

Los elementos cognitivos que se consideran son: la intuicion proba-
bilistica, segin Fischbein (1975) las intuiciones son el conocimiento in-
mediato derivado de la experiencia; clasifica las intuiciones en primarias,
adquisicion cognitiva derivada de la experiencia del individuo, y secunda-
rias definidas como adquisiciones cognitivas formadas por educacion
cientifica. Las actividades estan disenadas para explotar las intuiciones
primarias, mediante el desarrollo de experiencias productoras de intui-
ciones secundarias.

Respecto al elemento social, consideramos de importante los recur-
sos semioticos, en particular nos apoyamos en materiales concretos, ya
que la distincion e interrelacion del objeto y signo favorecen la adquisi-
cion del concepto (STEINBRING, 2005).

Ojeda (2007) establece la existente necesidad de los estocasticos en
el ambito cientifico, politico, econémico. Por ello, la necesidad de llevar a
cabo actividades donde se desarrollen intuiciones probabilisticas. Even-
tualmente, usaremos el término pensamiento matemdtico para referirnos
a las formas en que las personas piensan las matematicas.

Dado que la actividad humana involucra procesos de razonamiento
y factores de experiencia, cuando desempena toda clase de funciones,
nos interesa al hablar de pensamiento matematico, localizar propiamente
el sentido de la actividad matematica como una actividad humana (CAN-

Revista Matematica & Ciéncia, v. 2, n. 1, p. 76-86, jun. 2019 - ISSN 2674-9416



80

Aprende estocasticos con material lddico en el Bachillerato Universitario

TORAL et al., 2003). Por lo que uno de los aspectos relevantes del cursillo
es el desarrollo del pensamiento matematico en particular un pensamien-
to probabilistico funcional, cuando el conocimiento matematico transfor-
ma una realidad y al participante mismo.

Actividades

Las actividades propuestas son: mezcla aleatoria, urnas y decision,
ruletas, tablero de Galton y lanzamiento de una moneda.

1. Mezcla aleatoria

Se deriva de la propuesta por Piaget e Inhelder en su libro La Gé-
nese de L'idée de Hasard Chez L’enfant (1951), para el desarrollo de la
idea de mezcla aleatoria. Consiste en una bandeja de madera susceptible
de balanceo, con canicas de dos tipos en igual proporcion, colocadas en
un lado de la bandeja y libres de rodar al lado opuesto en cada balanceo
(ver Figura 1); con este productor de mezclas aleatorias se investigo sobre
la idea de azar en los ninos.

El material a ser utilizado en la actividad consiste en: una bandeja
de madera con dimensiones de 35 cm de largo, 15 de ancho y 4 cm de
alto, susceptible de balanceo, con canicas del mismo tamano, de dos co-
lores en igual proporcion (7 azules y 7 verdes), colocadas en un lado de la
bandeja y libres de rodar al lado opuesto en cada balanceo

Para explorar acerca de la idea de azar, utilizando la actividad de
Piaget e Inhelder, se propone cuestionar a los jovenes: ;:Como quedaran
las canicas después de un balanceo?, ¢Después de dos, cinco, siete, o
cincuenta?, Dibuja la posicion de las canicas, las trayectorias de las ca-
nicas, después de cada balanceo; ¢Quedaran las canicas en la posicion
inicial si balanceo la bandeja muchas veces?, ¢Cuando es mas facil que
queden en la posicion inicial, cuando tengo 4 de cada color 6 50 de cada
color?
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La actividad privilegia la idea de azar sobre otras ideas implicadas
utilizando un numero relativamente grande de canicas, por el cual resul-
ta muy dificil la anticipacion de un acomodo particular al cabo de un ba-
lanceo de la bandeja.

En efecto; el namero (N) indica las maneras en que las 14 canicas
indistinguibles, excepto por el color (de dos tipos, siete de un color y siete
de otro), se pueden acomodar en los 14 lugares disponibles para ellas es:

N=14x13x12xXx11x10Xx9x8 X 7xXx6X5Xx4x3x2x1
7! 7!

N=13x11x8x3=3432

2. Urnas v Decision

Consiste en sacar al azar una canica de una de dos bolsas, etique-
tadas 1 y 2 (ver Figura 2), de las cuales se conoce la composicion de sus
contenidos de canicas de dos colores; si la canica extraida es del color
ganador, se gana un premio. Se pregunta a los jovenes de cual de las bol-
sas conviene extraer la canica para una variedad de composiciones de
sus contenidos.

Las respuestas correctas supondrian la diferenciacion entre las po-
sibilidades de la bolsa 1 y las de la bolsa 2; para los casos de desigual-
dad, se ha propuesto una diferencia grande entre las cantidades de los
contenidos para hacer relevantes las composiciones, lo cual se espera que
motive a los estudiantes a continuar con la experiencia (ver Tabla 1).
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Tabla 1. Composicion de Canicas

No. Composicion Observacion
Experimento Bolsa 1
Bolsa 2
1 2/2 4/4 Doble certeza.
2 4/4 0/2 Certeza - Imposibilidad.
3 1/2 2/2 Posibilidad — Certeza.
4 1/2 1/2 Composiciones idénticas.
5 0/2 1/2 Imposibilidad - Posibilidad.
6 0/8 0/3 Doble Imposibilidad.
7 1/3 2/6 Proporcionalidad.
8 2/4 3/4 Desigualdad.
9 1/2 1/3 Igualdad.
10 3/4 2/3 Desigualdades.

Fuente: Piaget; Inhelder (1951, p. 127).

3. Ruletas

Se inicia con el problema: “Vas a la feria y te encuentras con una
caseta de juegos de ruletas. Hay dos ruletas, la ruleta A y la ruleta B (Ver
figura 3). El precio de la tirada es de tres monedas y el premio es de doce
monedas si la ruleta se para en la zona de color blanco. ¢Qué ruleta gira-
ras?”. Se espera que los participantes realicen la comparacion de las
areas en las ruletas, para la toma de decisiones, después de cada expe-
rimento, se espera que se haga alusion a la frecuencia del evento sobre
el que se le cuestiono poniendo en relacion la frecuencia de ocurrencia
de un evento al girar la ruleta con el total de giros.

4. Tablero de Galton

A partir de los datos muéstrales se asigna una probabilidad a cada
uno de los datos, usando las frecuencias relativas. La forma de los histo-
gramas correspondientes permite introducir el concepto de modelo pro-
babilistico. El modelo que aparece con mas frecuencia es el definido por
la curva normal. Para esta actividad se utiliza el tablero de Galton para
ilustrar un modelo probabilistico, la distribucion normal.
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5. Lanzamiento de una moneda

Repetir un acto a menudo es frecuentar. La participacion personal
en situaciones repetibles deriva en la experiencia. La experiencia deriva
del recurso a la repeticion de ciertas situaciones para examinar cuales
soluciones permiten. El ajuste de la conducta a las frecuencias de even-
tos implica una cierta experiencia individual.

Entonces “Partiremos de las experiencias mas simples, tales como
volados o lanzamientos de dados, donde todas las afirmaciones tienen un
significado intuitivo obvio. Esta intuicién se traducira gradualmente en
un modelo abstracto que poco a poco se generalizara” (FELLER, 1968, p.
3).

Para ejemplificar lo anterior, se utilizara el lanzamiento de moneda,
se le pedira a los ninos anticipen la cara de la moneda ante cierto numero
de balanceos, posteriormente se le presentara una grafica donde la fre-
cuencia relativa tiende a estabilizarse, ademas conforme realiza el lanza-
miento tienen a un numero muy grande, ello alude a ley de los grandes
numeros.

Figura 1 Figura 2 Figura 3
Dispositivo para el Estudio Problemas de decision. Dispositivos aleatorios para
de la Idea de Mezcla aleatoria Urnas cuestionamientos sobre

medida de probabilidad
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Figura 4
Tablero de Galtén
0 ""Quincunx”

Figura 5
Registro de 10,000 lanzamiento de una moneda
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Figure 4. The record of 10,000 tosses of an ideal coin

Analisis de las Actividades

El analisis se realizé6 considerando los cinco criterios que propone
Ojeda (2006): ideas fundamentales estocasticas, otros conceptos matema-

ticos, recursos semiticos, términos empleados y situacion y contexto. En
la siguiente tabla se resume el analisis:

Tabla 2. Analisis de las Actividades bajo los cinco criterios

Criterios “Mezcla “Pl‘obl_eI.IEaS Ruletas Tablerg Lanzamiento
o Aleatoria” de Decision. de Galtén de una
de Andlisis Urnas” moneda
Situaciones Bandeja de Bolsas Ruletas de Cajade Una moneda
madera, Oscuras, 30 cm de madera, con caras de
y canicas de canicas de dos | diametro, con | canicas que diferentes.
Contextos dos colores; colores; sectores de ruedan con
Aula alterna. | Aula Alterna. diferentes obstaculos.
colores.
Medi Espacio Medida de Medida de Medida de
edida de - - -
robabilidad Mmuestra, me- probablll_dad, probablll_dad, _probabllldac_j,
Ideas probal .| dida de proba- espacio espacio independencia,
Combinatoria, bilidad, inde- muestra muestra registro de
Fundamentales | espacio mues- L . ' ' 9 .
tra, ley de los pendencia. independencia. frecuencia.
grandes nd-
meros.
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SAEGs “Mezela “Probl_el.nlas Ruletas Tablerg Lanzamiento
o Aleatoria” de Decision. de Galtén de una
de Andlisis Urnas” moneda
Owos | NameroNe- | BRERE | ales, | cantdad. | naturales
conceptos ma- turales, Qrden de,los
de los nime- ;
tematicos ros naturales. nUMeros
naturales.
Recursos Se- | Lenguanatu- | Lenguanatu- | Lengua natu- Lengua Moneda,
. ral, Tablas, ral, signos ral, secciones. natural. tabla.
midticos . 2.
Figuras. matematicos,
tablas.
“Revueltas”, “extraer”, Mas facil, Distribucién | Probabilidad.
“Caminitos”, “sacar”, mas probable. normal,
Términos em- | “Posicidon”, “Azar”, mas
pleados “Mas” “Mas . probable.
posible”, Probable”,
“Menos posi- “Menos
ble”, Probable”,
“Mas veces”, | “Qué resultd”
“Muchas,
muchas
veces”

Fuente: Dados de la investigacion.
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