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Resumo

Apesar de ja na Antiguidade Classica se ter reconhecido a existéncia de grandezas incomen-
suraveis, ndo seria antes do seculo XIX que se estabeleceriam defini¢des rigorosas do conceito de
namero irracional, sem recurso a intuices geométricas. O conceito mais geral de nimero real
era apenas percebido intuitivamente e a sua existéncia apenas assegurada por consideracOes de
natureza geométrica e algébrica. A partir do inicio do século XIX surgiu uma preocupacdo cres-
cente em colocar a Anéalise sobre bases aritméticas sélidas; reconhecia-se que a falta duma teoria
dos numeros reais tornava incorretas (ou, pelo menos, incompletas) as demonstracdes de certos
resultados. Desta forma, uma etapa importante do processo de aritmetizacdo da Andlise seria a
elaboracdo duma teoria da reta real sobre fundacGes puramente aritméticas. Dos trés nomes que
devem referenciar-se neste contexto — Charles Méray, Karl Weierstrass e Richard Dedekind —
destacaremos o de Weierstrass que, contrariamente aos outros dois, ndo se limitou a construir os
reais a partir duma pressuposta construcao dos racionais. Weierstrass parte da nogdo mais geral
de namero e das operacBes fundamentais da Aritmética; introduz inicialmente o con-ceito de nu-
mero natural e, de seguida, o de nimero racional positivo; considerando “agregados” destes nU-
meros obtém entdo grandezas para além das racionais. Por esta razdo, na teoria dos numeros reais
de Weierstrass, ndo se podem dissociar as naturezas dos numeros naturais, racionais e reais.
Weierstrass constroi a sua teoria de modo inteiramente analitico, dotando-a dum rigor muito ca-
racteristico de toda a sua obra matematica e elaborando a teoria dos nimeros reais mais completa
do seculo XIX.
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A construcao do sistema dos nimeros reais por Weierstrass

Introducéo

O auge da atividade profissional docente de Karl Weierstrass culminou com o convi-
te como professor da Universidade de Berlim, no ano de 1856. Os prestigiados cursos de
matematica que lecionou até ao semestre de verdo de 1887 atrairam estudantes de toda a
Europa, entre eles, Georg Cantor, Sofia Kovalevskaya, Leo Konigsberger ou Gosta Mit-
tag-Leffler. Segundo Pierre Dugac, os esfor¢os conjugados, quer de Weierstrass, quer de
outros dois seus colegas, Ernst Eduard Kummer e Leopold Kronecker, deram a Universi-
dade de Berlim a reputacdo de lider mundial em estudos matematicos, na época (DU-
GAC, 1973, p. 62).

Nos cursos que lecciona em Berlim, Weierstrass aborda os fundamentos da Analise
e sente necessidade de construir uma teoria dos nimeros reais, uma vez que ndo dispunha
de nenhuma que fosse correcta. A matéria leccionada nestes cursos distribui-se por quatro
grandes temas: teoria das funcGes analiticas, teoria das funges elipticas, aplicacdes das
funcdes elipticas a geometria e a mecénica, e ainda teoria das funcGes abelianas. A teoria
weierstrassiana dos numeros reais é apresentada como introducdo ao primeiro desses te-
mas, constituindo, pois, a base de todo o edificio matematico desses cursos.

Weierstrass ndo redigia as suas li¢bes; inclusivamente, para aperfeicoar cursos que
foi repetindo ao longo dos anos, socorria-se de apontamentos redigidos por alunos seus".
Neste sentido, podemos entender que Dugac refira que tanto Weierstrass, como 0 seu co-
lega Kronecker, apresentavam nas suas licdes os resultados das suas pesquisas e, contrari-
amente ao que se fazia habitualmente na Alemanha, evitavam imprimir os seus trabalhos?.
Para que possamos ter acesso as teorias de Weierstrass, € necessario analisar redacfes dos
seus cursos feitas alunos, o que, evidentemente, retira alguma da credibilidade que pro-
porcionaria uma analise da obra original. Em todo o caso, tal como j& foi apontado, o pré-
prio matematico apoiou-se em algumas dessas versdes para aperfeicoar cursos que lecio-
naria mais tarde, o que, de algum modo, sera um indicador de que estes textos sdo repre-
sentativos das suas concepgBes matematicas®. Note-se, no entanto, que se existem algu-
mas destas redagdes que merecem todo o crédito (tal como é apontado por Dugac®, as de
Adolf Hurwitz, G. Hettner, ou ainda Salvatore Pincherle), existem outras que o proprio

' Dugac, (1973, p. 60).

21d., ibid., pp. 60, 61.

3 E curioso notar inclusivamente que, ndo fossem estas notas dos alunos ajudarem a que as suas licdes se
tornassem, ano ap6s ano, mais acessiveis, e talvez a popularidade dos seus cursos de Berlim ndo tivesse
sido tdo grande: Id., ibid., p. 60. Isto porque, segundo o relato de L. Kiepart, aluno de Weierstrass, a Unica
forma de obter algum registo dos cursos iniciais, era anotando-os por esteno-grafia, sem qualquer preocu-
pacdo com a sua compreensao; mesmo assim, 0 nimero de alunos caiu de pouco mais de uma centena
para sete, existindo entre estes alguns que tinham a impresséo de ndo terem compreendido o curso.

*1d., ibid., pp. 68 e 78.
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Weierstrass “condena”, como a de Otto Biermann, ou relativamente as quais mantém al-
gumas reservas, como a de E. Kossak®.

Weierstrass inicia o estudo sobre os fundamentos da analise com o Curso de Inverno
de 1859-1860, Introducdo a Analise. A redacdo que Hermann Amandus Schwarz compds
do curso Calculo Diferencial, do semestre de verdo de 1861, atesta que o matematico ja
tinha nesse ano um modelo para a construgdo dos niimeros irracionais — as séries’. Refira-
se, No entanto, que estas séries ndo se podem identificar com as séries usuais: tendo como
base a nocdo de conjunto, permitem que seja aplicada a propriedade comutativa na obten-
cao das suas somas. Mas é somente no ano de 1863 que podemos situar a primeira teoria
dos numeros irracionais de Weierstrass: o inicio dessa construcdo ocorre quando lecciona
0 curso Teoria Geral das FungBes Analiticas no semestre de inverno de 1863-1864. Foi
inspirado numa parte deste curso, repetido dois anos mais tarde no semestre de inverno de
1865-1866, que Kossak escreveu o seu livro Os Elementos da Aritmética, publicado em
1872, onde podemos encontrar a primeira exposi¢cdo impressa da teoria weierstrassiana
dos nameros reais.

A exposicao seguinte desta teoria pode ser encontrada na redagdo de Hettner do cur-
so Introdugo & Teoria das Fungdes Analiticas de 1874’. Seguem-se as de Pincherle e de
Hurwitz (1878) do mesmo curso, leccionado no semestre de verdo de 1878, que, a julgar
pelos comentérios de Dugac®, podem considerar-se bastante representativas da obra de
Weierstrass. A de Hurwitz era apreciada e mesmo utilizada pelo matematico, provavel-
mente para melhorar os seus cursos ao longo dos tempos®. Outras duas exposicdes da teo-
ria weierstrassiana dos niimeros reais foram compostas por Victor Dantscher'® e G. Thi-
eme™, respeitantes, respectivamente, ao curso do semestre de inverno de 1884-1885, tam-
bém sobre fungdes analiticas, e ao Ultimo curso de andlise leccionado por Weierstrass na
Universidade de Berlim, no semestre de verdo de 1886, intitulado Capitulos Selecciona-
dos da Teoria das Funcdes.

Pelas razbes expostas, escolhnemos a redacdo de Adolf Hurwitz do curso Introducéo
a Teoria das Funcdes Analiticas, de 1878, como base desta exposicdo da teoria dos nime-
ros reais de Weierstrass.

Devemos esclarecer que na teoria de Weierstrass ndo podemos dissociar 0 estudo
das construcbes dos diferentes sistemas numéricos dos numeros naturais, racionais ou

> Id., ibid., pp. 83 e 68, respectivamente.

® Schwarz (1861).

’ Hettner (1874).

® Dugac (1973, p. 78, 79).

% 1d., ibid., p. 96, nota de rodapé 2.

% Exposta em Dantscher (1908). No entender de Dugac esta obra responde as diferentes criticas dirigidas
a teoria weierstrassiana dos numeros reais, sobretudo a de Gottlob Frege: (DUGAC, 1973, p. 83.),

' Exposta em Thieme (1886). “[...]ndo tem de todo a clareza e a ordem da de Hurwitz, nem mesmo da-
quela de Hettner, e a estrutura dos capitulos, das proposicdes e dos teoremas ndo ¢ bem tida em conta.”:
(DUGAC, 1973, p. 86).
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reais. Inicialmente, € introduzido o conceito de numero usual ou nimero inteiro, definido
como sendo um conjunto de unidades, e que corresponde a um nimero inteiro positivo.
Um numero que seja constituido por unidades de diferentes tipos é designado por nimero
complexo. E é a custa destes dois tipos de numeros e das partes exatas da unidade, que
correspondem aos numeros fracionarios positivos da forma 1/n , que se constréem as
grandezas numeéricas. Os nimeros usuais mistos (correspondentes aos racionais positivos)
serdo entdo um tipo destas grandezas, a saber, aguelas compostas por um nimero finito de
elementos. De igual modo, 0s nimeros irracionais positivos serdo definidos como um tipo
de grandezas numericas, a saber, aquelas constituidas por uma infinidade de elementos.
Seré por esta razdo que o modelo dos numeros irracionais da construcdo de Weierstrass €
a série infinita. Finalmente, através do conceito de elemento oposto de um qualquer nu-
mero (inteiro ou racional), Weierstrass cria 0 conjunto dos niumeros negativos, pelo que,
estendendo sucessivamente aos novos nimeros todas as operacdes aritméticas, acaba por
completar o conjunto dos nimeros reais.

Dada a prépria natureza desta construgdo do conjunto dos nimeros reais, feita por
sucessivas extensdes de conceitos a novas entidades, é compreensivel que apenas no final
da sua apresentacdo possamos ver justificadas todas as ideias desenvolvidas ao longo da
sua exposigao.

Se bem que a redagdo de Hurwitz (1878) seja a que suporta esta apresentacdo da teo-
ria weierstrassiana dos nameros reais, sao mencionadas também algumas abordagens di-
feren-tes, nomeadamente, nas redacGes de Hettner (1874) e de Thieme (1886). E € exata-
mente na Ultima delas que encontramos expressa da forma mais clara a ideia de que a no-
cao de limite ndo pode surgir na definicdo dos nimeros reais. Weierstrass reconhece o
erro que alguns matematicos haviam cometido na definicdo de um niimero irracional: “Se
se partir da existéncia de grandezas numéricas racionais, entdo ndo tem sentido definir os
irracionais como limites dos mesmos, porque comegamos por ndo poder saber se ainda
havera outras grandezas numéricas além das racionais.”*?.

Sendo as séries 0 modelo de construcdo dos numeros irracionais, Weierstrass con-
torna esta questdo definindo um numero real, ndo como a soma de uma série (ou seja, um
limite), mas como a propria série (isto €, um agregado de elementos). Tal série, como ja
foi referido, ndo pressupde, no entanto, uma ordenacdo dos seus termos.

1. NUmeros usuais e numeros complexos
A apresentacdo que faremos da teoria weierstrassiana dos numeros usuais, isto € dos

numeros inteiros positivos, ird permitir que desde ja nos habituemos a presenca constante
de resultados da teoria de conjuntos.

2 Thieme (1886, p. 59).
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A introducdo do curso Introducéo a Teoria das Funcdes Analiticas € iniciada com a
nogdo de nimero, cuja ideia de ser um agregado de unidades é a mesma que podemos
encontrar no sétimo livro dos Elementos de Euclides™. Aliés, na teoria dos niimeros irra-
cionais de Weierstrass, os resultados da teoria de conjuntos sdo uma constante. Sdo tam-
bém utilizadas as designacdes de ndmero usual, nimero inteiro e nimero inteiro usual**.
Por oposicdo, um namero que possa admitir diferentes unidades é designado de nimero
complexo.

Definicdo 1.1 “O conceito de nimero surge através da reunido mental de coisas, nas quais
se descobriu uma caracteristica comum, especialmente de coisas mentalmente idénticas.
Designamos essa coisa como a unidade do nimero.”"

Defini¢do 1.2 “Por um numero complexo entendemos o agregado de nimeros de diferen-
tes unidades [...]. A estas diferentes unidades damos o nome de elementos do nimero
complexo.”*

A importdncia dos numeros complexos apenas sera notada com a definicdo de
grandeza numérica, conceito basilar das definicbes dos niumeros racionais e dos numeros
irracionais abordado na sec¢éo 2. Partes exatas da unidade e nimeros usuais mistos.

Dada a propria natureza das definicGes de nimero usual e de nimero complexo, as
possiveis relaces e operacdes entre cada um destes tipos de numeros reduzem-se a rela-
cOes entre elementos de conjuntos.

Defini¢do 1.3 “Ora dizemos que 2 coisas a € b sdo iguais uma a outra, quando existe uma
associacao ou relacdo entre elas, que se designa por a = b, tal que também é b = a e que
se a=beb=c, tambéméa=c.""

Segundo a definicdo anterior, a relacdo de igualdade entre dois nimeros quaisquer é
simétrica e transitiva. Tendo em conta que também serd, obviamente, reflexiva, podemos
interpretar a relacdo de igualdade de dois nimeros usuais ou complexos como uma rela-
cao de equivaléncia.

Segue-se uma definicdo mais particular para a igualdade de nimeros usuais.

Definicdo 1.4 “Ora podemos dizer que dois numeros usuais a e b sdo iguais um ao outro
quando, ao coordenarmos a uma unidade de a uma unidade de b, a outra unidade de a

B Euclid (1956, p. 277).

" Hurwitz (1878, p. 1, 6 e 8).
1d., ibid., p. 1.

1d., ibid..

1d., ibid.,
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uma outra de b, e assim por diante, cada unidade de a encontra uma correspondente de b,
e portanto ndo sobra nenhuma unidade de a nessa coordenacio.”*®

Numa linguagem atual, diriamos que dois nUmeros usuais a e b séo iguais se existir
uma correspondéncia bijetiva entre as unidades de cada um deles. Relativamente a igual-
dade de numeros complexos, definida mais adiante (ap6s a introducdo do conceito de
grandeza numeérica) faz-se apenas a seguinte observacao:

Seria muito limitativo se apenas disséssemos que 2 numeros complexos s&o
iguais um ao outro quando um elemento arbitrario ocorresse num deles tan-
tas vezes quantas no outro, pois podem ocorrer relagdes entre os elementos
dum ndmero complexo. (HURWITZ, 1878, p. 2-3).

Vejamos um exemplo: os numeros complexos compostos, um deles por 100 unida-
des de 1 céntimo, e o0 outro por 1 unidade de 1 euro sdo iguais, atendendo a relacéo exis-
tente entre os elementos céntimo e euro do nimero complexo. A definicdo geral de igual-
dade, 1.3, revela pois algumas limitagdes.

No caso de ndo existir uma correspondéncia bijetiva entre as unidades de dois na-
meros usuais a e b, é introduzido o conceito de desigualdade.

Definicdo 1.5 Se, na correspondéncia estabelecida entre as unidades de dois nimeros u-
suais a e b, existir alguma unidade de a que ndo tenha uma correspondente de b, diz-se
que a é maior do que b, e escreve-se a > b, ou b € menor do que a, e escreve-se b < a.

A nocdo de reunido entre conjuntos € a base da definicdo da operagdo adicdo entre
dois quaisquer numeros. Assim, as unidades que compdem a soma de dois nUmeros pro-
vém da reunido das unidades dos nimeros dados.

Definicdo 1.6 “Por soma de dois nimeros a e b, que podem ser nUmeros usuais ou com-
plexos, entendemos 0 nimero que surge através da associacdo conceptual das uni-dades
do nimero b com as do niimero a.”**

Sem quaisquer consideracdes, que apenas se referem a teoria dos conjuntos, segue
a apresentacdo de duas propriedades da operacdo adicdo relativa a ndmeros usuais:
at+b=b+a e (atb)+c=(a+c)+b, apartir das quais deduz ainda que a adigédo de
tantos nimeros quantos se queira é independente da ordem pela qual a adicao se efetua®.

¥ 1d., ibid., p. 1-2.
¥1d., ibid., p. 1
21d., ibid., p. 2.
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A operacdo de subtracdo entre numeros usuais s0 é considerada para diferencas
que sejam ainda numeros usuais. Deste modo, Weierstrass opta por construir inicial-
mente conjuntos de ndmeros positivos.

Definicdo 1.7 “Se ¢ for um numero (usual), entdo ele pode encarar-se como soma dum
namero dado a e dum namero procurado b. Designa-se entdo b, como surgindo de c e a,
por (c —a). (c — a) é portanto o numero que, adicionado a a, da ¢ como resultado. Por ago-
ra, o simbolo (c — a) s tem significado quando é ¢ > a.”*

Caso 0s numeros a e ¢ sejam tais que ¢ > a, chegamos, segundo as palavras de
Weierstrass, a algo imaginario.

A definicdo da operacdo de multiplicacdo entre quaisquer nimeros denota mais
uma vez a relacdo bastante proxima entre esta teoria dos numeros reais e a teoria dos con-
juntos.

Definicdo 1.8 “Por ab entendemos aquele nimero que, quando b é considerado como u-
nidade, consiste de a tais unidades (b). A operacdo de, a partir de a e b, encontrar o nime-
ro ab, chama-se multiplicaco.”?

As propriedades

() ab =bha (1) (ab)c=(ac)b e (1) (a+ b)c=ac + bc

seguem, afirma-se, da prépria definicdo desta operacao.

E curioso observar a argumentagio utilizada na prova de que, quando a operagio
de multiplicacdo satisfaz as propriedades anteriores, a partir de dois quaisquer nimeros
inteiros usuais a e b, se pode sempre encontrar 0 numero ab. O mesmo sera dizer que a
operacdo de multiplicacdo € uma aplicacdo. A justificacdo apresentada envolve, mais uma
vez, apenas algumas ideias da teoria dos conjuntos. Das propriedades (1) e (111) é deduzida
a igualdade

la+b+ec+-Ma +0 +c'+)=aa +ab +ac'+--+ba" +bb +bc" + - +ca +ecb +ecc’ + -
Uma vez que os elementos constituintes de a e b séo a unidade,

[...] resulta que ab pode representar-se como soma duma certa quantidade de
simbolos 1.1. Mas a este simbolo mesmo pode ainda atribuir-se um signi-
ficado arbitrario, pois ele ndo pode cindir-se mais. Se lhe atribuirmos o valor

L1d., ibid., p. 3.
21d., ibid.
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1 (a unidade), entdo a operacdo indicada por ab esta agora completamente
determinada.”®

Note-se que esta prova postula que 1-1 =1, igualdade esta que se revelara fun-
damental na definicdo da operacdo de multiplicacdo de partes exatas da unidade, apresen-
tada na seccdo 2.2 Operagdes com nimeros usuais mistos.

A operacdo multiplicacdo apenas sera definida para esses numeros mais adiante,
apos a consideracdo das grandezas numericas.

A semelhanca do que sucedeu com a subtracio, também a definicio operagao divi-
sao entre quaisquer nameros ira recorrer a operacdo da qual é inversa, a multipli-cacéo.

Definigdo 1.9 “E natural perguntar se um dado numero ¢ pode ser produzido através da
multiplicagdo dum nimero dado a por um [nimero] procurado b. Denota-se 0 nimero b
por C,:"rﬂ.'.,”24

Através da observacdo de que este simbolo c/a sé tem um significado real quando c
é um maltiplo de a (isto €, qguando ocorre no dominio numérico que tem o nUmero a como
unidade), é referida a necessidade da introducdo de novos elementos. Desta forma, a ope-
racdo de divisdo aplicada a nimeros usuais assume um papel bastante importante na cons-
trucdo dos nimeros racionais, uma vez que exige a criacdo de novas entidades, 0s nime-
ros fracionérios.

Relativamente as operacgdes definidas para numeros usuais, € de notar que, se para
0 caso da operagéo inversa de subtracdo foi imposta a condi¢do de que a diferenca de dois
nameros usuais fosse ainda um nimero usual, no caso da divisdo ja é permitido o calculo
do quociente entre dois quaisquer nimeros, ndo sendo, portanto, um deles necessariamen-
te multiplo do outro. Assim, se para a primeira destas operacdes ndo se ampliou o conjun-
to dos numeros ja existente, incluindo-se, eventualmente, 0s nimeros negativos, 0 mesmo
ndo sucedeu para a divisdo. De fato, para construir o conjunto dos nimeros reais, Weiers-
trass define inicialmente conjuntos de nimeros positivos: inteiros, racionais e reais, € a-
penas no final da sua teoria considera os correspondentes nimeros simétricos, definidos a
custa do conceito de elemento oposto.

2. Partes exatas da unidade e nUmeros usuais mistos

A construcdo do conjunto dos nameros racionais positivos assenta sobre o conceito
de parte exata da unidade que corresponde a um namero fracionario positivo da forma
1/n. Combinacdes lineares finitas de coeficientes inteiros positivos destas partes exatas da
unidade definirdo os nUmeros usuais mistos, ou seja, 0S NUMeros racionais positivos.

21d., ibid., p. 9.
?1d., ibid., p. 3.

Revista Matematica & Ciéncia, v. 2, n. 1, p. 110-162, jun. 2019 - ISSN 2674-9416



118

A construcao do sistema dos nimeros reais por Weierstrass

Definicdo 2.1 Uma parte exata da unidade, 1/a, € um elemento, dos quais ha a no elemen-
to principal, a unidade.

Proposicao 2.1 a) Partes exatas das partes exatas da unidade sdo igualmente partes exatas
da unidade.
b) Em geral, a (m.n)? parte exata da unidade, isto € ﬁ tem de ser a m? parte exata de i e

reciprocamente também a n@ parte exata de i

Através do exemplo de que a 42 parte exata da 5 parte exata da unidade é a (4.5)?
parte exata da unidade®, percebemos qual seria a demonstracdo (omissa) da proposicdo

anterior. Segue-se a justificacdo. Sendo ﬁ a (4.5)2 parte exata da unidade, tem-se, por de-
finigédo,

+—+ + 5 tai =
15715 45{4 tais parcelas)=1
ou
(1+1+1+ )+ +(1+1+1+1)[" las)=1
45" 45 45 45 15 45 a5 @ ag)\tspacEas)=

Mas, por outro lado, g é a 5? parte exata da unidade, donde cinco tais elementos sdo equi-

N . 1 1 1 . T
valentes a unidade. Portanto <+ ;<+...+ < tem de ser equivalente a i 0 que significa que

— tem de ser a 4° parte exata de .

Um namero complexo composto destes novos elementos e da unidade principal
diz-se uma grandeza numérica.

Definicdo 2.2 “A partir de agora, entenderemos por grandeza numérica qualquer nimero
complexo cujos elementos sdo a unidade e as suas partes exatas, de que hé infinitas.”?®

E pois claro que uma grandeza numérica pode conter quer uma quantidade finita,
quer uma quantidade infinita de elementos.

Na redacdo de Adolf Hurwitz é incluida uma seccéo intitulada Grandezas numéri-
cas formadas de infinitos elementos. Depreendemos entdo que as consideracdes acerca de
grandezas numeéricas anteriores a tal parte do curso de Weierstrass se referem a grandezas
compostas de um numero finito de elementos, se bem que tal ndo seja dito explicitamente.

®1d., ibid., pp. 4, 5.
°1d., ibid., p. 4.
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A identificacdo entre grandezas com um numero finito de elementos e 0s nimeros
racionais positivos é bem clara na redacdo que Thieme faz do curso Capitulos Seleccio-
nados da Teoria das Funcdes Analiticas, leccionado por Weierstrass no ano de 1886. Em
todo o caso, deve ter-se em consideracdo que a terminologia de grandeza numeérica racio-
nal se refere ai quer a um racional positivo, quer a um racional negativo, contrariamente a
redacdo de Hurwitz onde apenas sdo considerados inicialmente nimeros positivos.

Comecamos por definir uma grandeza numérica racional como uma grande-
za composta por uma quantidade finita de elementos; dai segue que a pode-
mos representar como um mdltiplo de uma parte positiva ou negativa da
unidade principal.?’

A redacdo de Thieme pode mesmo encontrar-se a designacdo nimero racional, a-
contecendo 0 mesmo na que Hettner comp0s relativamente ao curso Introdugdo a Teoria
das Funcdes Analiticas, que Weierstrass lecionou no ano de 1874%, Em todo o caso, se-
gundo as abordagens ai utilizadas, tal terminologia aplica-se quer a ndmeros racionais
positivos, quer a niUmeros racionais negativos. Isto decorre do fato de nestas redagdes 0s
ndmeros negativos serem definidos também no inicio da construcdo dos sistemas numeéri-
cos, e, portanto, toda a teoria desenvolvida se aplicar igualmente a essas novas entidades.
Na redacdo de Adolf Hurwitz, podemos apenas encontrar as designacdes de nimeros usu-
ais mistos, ou simplesmente nimeros mistos?, para denominar os racionais positivos, por
analogia aos numeros usuais que sdo agregados de apenas um elemento — a unidade do
namero. No que se segue, adoptaremos frequentemente a terminologia de nimero usual
misto para nos referirmos a grandezas compostas de uma quantidade finita de elementos.
Desta forma, evitaremos confusdes que, pelo exposto, se associam a termi-nologia gran-
deza numérica.

Podemos pois entender que o conceito de grandeza numerica se revela funda-
mental na construcdo do conjunto dos numeros racionais, sucedendo o mesmo, tal como
veremos mais adiante, para a construcao do conceito de numero irracional.

2.1 Comparacdo de niUmeros usuais mistos

?" Thieme (1886, p. 59-60).
%8 Hettner (1874, p. 36).
 Hurwitz (1878, p. 6 € 8).
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A igualdade de dois numeros usuais mistos “socorre-se” de duas transfor-
macdes que podemos efetuar sobre tais grandezas numéricas™:

1) Quaisquer n elementos i podem ser substituidos pela unidade principal.

2) Qualquer elemento pode ser substituido pelas suas partes exatas.
Como exemplo de tais operaces, é indicada a substituicdo de 1 por ni ou ainda a de i

por b.:lb, justificada pela aplicacdo da proposicao 2.1.

Definicdo 2.3 Dois nimeros usuais a e b dizem-se iguais quando, através das transfor-
mac0Oes indicadas, a puder ser transformado num outro nimero «’ que contenha 0s mes-
mos elementos que b e tantas vezes como b.

Para definir o conceito de desigualdade, recorre-se a ideia da divisdo da maior das
grandezas em duas outras.

Definicdo 2.4 “Mas se se puder transportar a através de transformacgdes em a’, a’’, onde
a’ contém os mesmos elementos tantas vezes como b, mas «’’ representa ainda outra
grandeza numérica, entdo dizemos a > b ou b < a.”*

Os elementos da teoria dos niumeros ensinam como se realiza, na pratica, a compa-
racdo das grandezas numéricas a e b através de transformacdes.*?

Antes mesmo de explicar como proceder para efetuar tal comparagdo, Weierstrass
refere-se a comparacdo de numeros usuais, para a qual utiliza os conceitos de divisor co-
mum e maximo divisor comum. J& a compara¢do de nimeros usuais mistos tera por base
0s conceitos de multiplo comum e menor multiplo comum entre um conjunto de ndmeros
usuais, cujas defini¢cdes se depreendem da redagdo seguinte

[...] para quaisquer nimeros inteiros a, a;....a,, existem sempre multiplos
comuns. Quer dizer, nimeros ¢, que sdo um multiplo de cada um dos nime-
ros a; a;....a,, € em especial [existe] um ndmero c; cujos maltiplos sdo todos
0s numeros c. Chama-se a c¢; 0 menor multiplo comum dos ndmeros

33
By Qg Oy,

Sejam entdo —,—, ..; —,—,...0s elementos que compdem as grandezas a e b. Caso ¢

seja 0 menor maltiplo comum dos numeros a, a,, ..., by, b, ..., €Sta grandeza ¢ pode ser

%1d., ibid., p. 5.
1 1d., ibid., p. 5.
%2 1d., ibid., p. 6.
31d., ibid..
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escrita nas multiplas formas a,a, = ¢, a,a, = ¢,... f1 by, = ¢, f,b, = ¢, ... . Assim, em vez de
cada elemento =, pode por-se
Gn

1
a = a, elementos — .

[
o, d, [

As grandezas numeéricas a e b sdo entdo transformadas noutras que apenas possuem
0 elemento % Desta forma, a sua comparacdo torna-se exequivel: caso a e b possam ser

transformadas de modo a que tenham tantos elemento %uma como a outra, elas séo (por
definicdo) iguais; caso contrario, sdo desiguais.

2.2 Operagdes com nUmeros usuais mistos
A definicdo da operacdo de adicdo de numeros usuais mistos é apenas uma ex-
tensdo da adi¢do de numeros usuais.

Definicdo 2.5 A soma, a+ b, de dois nimeros usuais mistos a e b, obtém-se se aos ele-
mentos de a acrescentarmos um elemento de b, depois um segundo elemento de b, e as-
sim por diante ateé todos os elementos de b se esgotarem.

Argumentos relativos teoria dos conjuntos sdo apresentados na prova das seguintes
leis para nimeros usuais mistos:

(Da+b=b+a e (I)(@+b)+c=(a+c)+h.

Esclarece-se que a ordem pela qual se adicionam tantas destas grandezas numeé-
ricas, quantas se queira, continua a néo influenciar o resultado final e observa-se, final-
mente, que “A adi¢do ¢ uma operacgdo univoca; a saber, se no lugar de b, em a + b, se pu-
ser outro ndmero b; > b, entdo a soma também se torna noutra.”**.Com efeito, b pode
transformar-seem b’ e b; em b’+b"’, donde a + b; > a + b.

Sendo o0s nimeros usuais mistos numeros complexos, cujas unidades sdo a unidade
e as suas partes exatas, e uma vez que 1-1 =1, resta dar um significado para o produto
de partes exatas da unidade: “Temos pois de dizer relativamente as nossas grandezas nu-

méricas (nUmeros mistos), 0 que entendemos por i% Mas este significado ndo é arbitra-

rio, se estabelecermos que unidade vezes unidade deve ser novamente unidade.”.

*1d., ibid., p. 8.
%1d., ibid., p. 9.
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Partindo do principio que a operacdo de multiplicacdo entre partes exatas da unida-
de deva verificar as leis (1) e (I11) (e portanto, também (I11")) da multiplicacdo de nimeros
usuais>®, vem que:

1 1 1 I 1 1
(—-|— —4+—+4+-+m parcelas)(— +—+—+--4n PEII'CEIE'S)=
m m m mn

n N
11 11 11 11
=(— —t— et b )

m n o m n m n

. . g 1 1 . - N - 1 1
Mas isto significa que m.n membros —-— sdo equivalentes a unidade. Logo, —-— ¢ a

(m.n)2 parte exata da unidade.
Apesar de ndo ser apresentada uma definicdo explicita do produto de duas partes
exatas da unidade, podemaos, a partir do anteriormente exposto, propor a redacdo seguinte.

Deflnlgao 2.6 O produto da m? parte exata da unldade — pela n? parte exata da unidade,

1 1
—, é a (m.n)? parte exata da unldade, —. —, isto e, ——=—
! T 1 m !

mmn

A observacdo seguinte esclarece como proceder para efetuar o produto entre nume-

ros usuais mistos: “ [...] se a e b forem duas grandezas numeéricas arbitrarias, que sejam
11 ~ T ~ 7 , -

compostas dos elementos 1,2,z, ..., entao a multiplicacao € agora exequivel pelas leis 1) —

111 e pelo significado de = - ="'

Desta forma, muito embora ndo seja explicitamente formulado o conceito de pro-

duto de dois nimeros usuais mistos, isto €, de duas grandezas numéricas compostas de um
namero finito de elementos, podemos, mais uma vez, propor uma redacao.

Definicdo 2.7 O produto, a - b, de dois nimeros usuais mistos arbitrarios é igual a soma
de todos os produtos possiveis entre os elementos de a e b.

Veremos na sec¢do 3.2.2 Operacgdes com numeros finitos que esta definicdo é es-
tendida ao outro tipo de grandezas numéricas, aquelas compostas de infinitos ele-mentos.
Por essa razdo somente poderemos ver justificados certos resultados relativos a nimeros
usuais mistos como, por exemplo, o fato de o produto de dois quaisquer numeros usuais
mistos ter um valor univoco completamente determinado (caso particular da mesma pro-
priedade relativa a grandezas com uma infinidade de elementos).

% Veja-se seccdo 1. NGimeros usuais — neste artigo.
" Hurwitz (1878, p. 10).
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A multiplicacdo de dois nUmeros usuais mistos quaisquer verifica também as pro-
priedades (1), (I1) e (I11) da operacdo multiplicacdo de nimeros usuais. A prova de tal fato
decorre de 0s nUmeros usuais mistos serem compostos de elementos, a unidade e as suas
partes exatas, que igualmente verificam as leis (1), (1) e (111)*®..

Até este ponto da construcdo de dominios numeéricos, apenas foi definido o con-
junto dos numeros racionais positivos, numeros usuais mistos, estando este munido das
operacdes de adicdo e multiplicacéo.

3. NUmeros com infinitos elementos

Ndmeros com infinitos elementos € o titulo, na redacdo de Hurwitz, da sec¢do onde
é desenvolvida toda a teoria dos numeros reais, sendo inicialmente apresentada a teoria
relativa aos reais positivos, e s6 com o conceito de elemento oposto se generalize esta aos
reais negativos.

Um dos pontos fundamentais para a construgdo do conceito de nimero real € esta-
belecer uma forma que nos permita distinguir os niUmeros racionais dos que ndo o sejam,
isto é, dos numeros irracionais. A forma como Weierstrass definiu, de um modo puramen-
te aritmético, a diferenca entre estes dois tipos de nimeros esta bastante explicita na reda-
¢do de Thieme: (Thieme, 1886). Portanto, no que se segue, consideram-se algumas passa-
gens mais significativas de tal redacgéo.

O conceito mais geral de niUmero que apresentamos até ao momento foi o de nime-
ro usual misto, correspondente a um racional positivo, e que coincide com uma grandeza
numérica composta por uma quantidade finita de elementos. Mas as grandezas numéricas
podem conter igualmente uma infinidade de elementos. Observando que existem grande-
zas deste Ultimo tipo que ndo sdo equivalentes a nenhum racional, Weierstrass conclui que
0 conjunto dos numeros ndo fica completo com os nimeros racionais. Razdo pela qual
surja a necessidade de criar novos nimeros.

Se considerarmos por exemplo 0 nimero e, que € composto dos elementos

12,5, =, ENtEO esta € uma série bem definida, que define uma grandeza

n!

completa?nente determinada; igualmente Hermite conseguiu mostrar que néo
h& nenhuma grandeza numeérica racional que lhe seja igual pela definicdo a-

% E de notar que, para definir o produto entre partes exatas da unidade, foi assumida a validade das pro-
priedades (1) e (111). A propriedade (I1) (@ + 8)y = ay¥ + B¥, onde a, B, y sdo partes exatas, demonstra-se
facilmente atendendo as defini¢cBes de multiplicacdo destes elementos e a validade da mesma lei (11) para a
multiplicacdo de nimeros usuais.
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presentada; dai segue que o dominio das grandezas ndo se esgota com 0s
nUmeros racionais. (THIEME, 1886, p. 59) *°

As grandezas numéricas que podemos de alguma forma comparar sdo as que pos-
suem um valor finito. Weierstrass chama numeros finitos a estas grandezas que corres-
pondem exatamente a todos 0s numeros reais positivos. Sera portanto relativa-mente a
essas entidades que desenvolve as leis aritméticas, sendo apenas abordadas inicialmente
as da adicdo e multiplicacdo. Com a introducdo do conceito de elemento oposto, essa al-
gebra é estendida aos reais negativos e, finalmente, com a definicdo de divisdo de dois
quaisquer nameros, fica completo o conjunto dos reais.

3.1 Grandezas numéricas formadas de infinitos elementos

Para que se possa fazer uma ideia exata de tais grandezas numé-
ricas com infinitos elementos, € preciso que estes elementos sejam
seleccionados, por uma lei definida, do dominio numérico [constru-
ido] até agora (unidade e partes exatas da mesma).*

A série geométrica
i1 i

1 —_ e
+3+3-3+3-3-3+

é indicada como exemplo de tais entidades. No entanto, este é apenas um exemplo do ca-
so excepcional de uma grandeza constituida por uma infinidade de elementos que € equi-
valente a um namero racional, existindo, evidentemente, casos em que somas destas ndo
sdo iguais a nenhum racional. Torna-se pois necessario desenvolver conceitos que se apli-
quem a todo o tipo de grandezas numéricas.

3.1.1 Comparacéo de numeros com infinitos elementos

As transformac6es sobre grandezas numericas compostas de um numero finito de
elementos, definidas na seccdo 2.1 Comparacdo de nUmeros usuais mistos, permanecem
ainda validas no caso de estas entidades serem compostas de uma infinidade de elemen-

tos. Assim, poderemos igualmente substituir quaisquer n elementos% pela unidade prin-

%A demonstracéo de que, sendo x um nimero inteiro, a exponencial €* ndo pode tomar um valor comensu-
ravel, pode ser consultada em Hermite (1912, p. 154).
40
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cipal, ou mesmo substituir qualquer elemento pelas suas partes exatas. Ja relativamente a
relagdo de igualdade, afirma-se:

[...] ndo conseguiriamos chamar iguais uma a outra a duas grandezas numé-
ricas, apenas quando ambas podem transformar-se numa mesma terceira,
porque uma tal grandeza numérica de infinitos elementos ndo pode em geral
trazer-se a uma forma que s6 contenha uma unidade (infinitos nimeros néo
tém nenhum multiplo comum finito em geral. (HURWITZ, 1878, p.11).

Para ultrapassar este obstaculo, é introduzido o conceito de parte integrante de
uma grandeza numeérica.

Definicdo 3.1 @’ € uma parte integrante de a quando a’ puder ser transformado em a’’ de
tal modo que todos os elementos de a’’ ocorram tantas vezes em a como em a’’ e, além
disso, a contiver outros elementos ou 0 mesmo em maior quantidade.

A respeito desta definicdo, Weierstrass observa que uma parte integrante a’ de um
namero a com infinitos elementos apenas podera conter uma quantidade finita de elemen-
tos de a; com efeito, somente podemos estabelecer uma relacdo entre o nimero de ocor-
réncias dos elementos de a’’, quer em a como em «’, se este for um numero finito. A par-
tir deste conceito, séo definidas as relagdes de igualdade e desigualdade entre duas quais-
quer grandezas numeéricas.

Definicdo 3.2 Duas grandezas numéricas a e b dizem-se iguais quando qualquer parte
integrante de a pode, através de transformac@es, tornar-se numa de b e, reciprocamente,
cada parte integrante de b numa de a.

As propriedades de simetria e transitividade da relacdo de igualdade entre qual-
quer tipo de grandezas numéricas sdo enunciadas sem prova*’. Atendendo a que também
sera valida a propriedade reflexiva, poderemos interpretar a relacdo de igualdade entre
duas quaisquer grandezas como uma relacéo de equivaléncia.

Definicéo 3.3 Diz-se que b > a quando qualquer parte integrante de a pode transformar-
se numa de b mas néo reciprocamente.

Mostra-se ainda que no caso de duas grandezas huméricas cumprirem a relacéo b >
a, um numero ¢’ que esteja contido em apenas um dos nimeros sé podera estar contido
em b. Isto porque, se assim ndo sucedesse, a definicdo de desigualdade entre grandezas

*1d., ibid., p. 15.
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numéricas ndo teria nenhum sentido. Esta prova decorre facilmente de argumentagdes
relativas a teoria dos conjuntos.

A propriedade transitiva da relagédo de desigualdade entre qualquer tipo de gran-
dezas numéricas é enunciada sem prova*.

3.1.2 Exemplos de grandezas com infinitos elementos equivalentes a nimeros racio-
nais

Utilizando o conceito de parte integrante de uma grandeza numérica, deter-
minam-se somas de séries*®, exemplificando-se assim que existem grandezas numéricas
compostas de infinitos elementos que sdo equivalentes a numeros racionais. Inclu-
sivamente, podemos ler na redacédo de Thieme que Weierstrass considera como uma exce-
¢do quando uma grandeza numérica formada por uma quantidade infinita de elementos €
equivalente a uma grandeza numérica racional*’. A partir do mesmo conceito de parte
integrante, € provada ainda, na redacdo de Hurwitz, a igualdade entre duas grandezas nu-
méricas com uma infinidade de elementos.

Exemplo 3.1: Vejamos a prova de que o niimero a = = + -—+ — + - éigual a 1.

Atendendo a definicdo 3.2 de igualdade de duas grandezas numéricas, demonstre-
se inicialmente que toda a parte integrante de a € parte integrante de 1. Sao estabelecidas
inicialmente as relagGes:

1+1_11+1_11+1_1 1+ 1 1
2'1-2 '372-3 2'4'3-4 3n+1 nnm+1) 7w
a partir das quais se obtém o niamero 1:
1 1 1 1 1

3.1 =1
(3-1) 1-2+2-3+3-4+ +n[n—|—1]+n—|-1

Representando ¢ uma parte integrante arbitraria do nimero a, a argumentacgéo se-

ue considerando—— o elemento “mais alto”, isto ¢, de ordem mais alta, de a que esta
rir+1)

contido em c. Entdo tem-se:

<t + ! + ! + -+ :
©=1.272.373.1 r(r+1)

*21d., ibid..
#1d., ibid., p. 12.
* Thieme (1886, p. 59).
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e, portanto, por (1), ¢ < 1. Assim, qualquer parte integrante ¢ de a é também uma parte
integrante de 1.
Em relacdo a prova de que toda a parte integrante de 1 € parte integrante de a, a-
firma-se:
Ora admitamos que ¢’ seja uma grandeza numérica contida em 1,
portanto ¢’ < 1, de modo a qlue (c’c”) T 1; entélo, por ), é também

(c.c)= ﬁ+"'+

'r{'.r'+1:]+'r+1'

Na redacéo de Hurwitz ndo existe qualquer referéncia anterior que esclareca qual o
signicado da terminologia (¢’,c’’) = 1. Em todo o caso, pelo fato de ¢’ ser uma grandeza
numérica inferior a 1, parece ser 6bvio existir ainda uma outra grandeza numerica ¢’’ que
juntamente com ¢’ perfaca o nimero 1.

Para concluir que ¢’ € ainda parte integrante de a, é observado que se pode escolher
r suficientemente grande por forma a que ¢ = ﬁ Entdo

P S U
1-2 2-3 3-4 r(r+ 1)
pelo que ¢’ também esta contido em a.
Provados os dois passos anteriores, tem-se entdo que 1=

1.2 2.3 3.4

Desta forma, provou-se existirem grandezas numéricas com infinitos elementos
que sdo equivalentes a nimeros racionais. A partir deste exemplo, Weierstrass prova ain-
da a igualdade entre duas grandezas compostas por uma infinidade de elementos.

Exemplo 3.2: Mostremos que o nimero b = =+ — + =+ .- é igual a0 nlimero a, e, por-
tanto, também igual a 1.

1 1
_ﬂ+1+ﬂ{ﬂ+1:r
1 1

E
1
1

A+ D) G+ 12 nlnt D
1 1 1

An+1? 4+ alit DY

1 _ 1 1
nln + 1)m-1 " (n 4 1)m +n{:r1 + 1)m’

1 1 1 1 1

A o atl e T T e A D
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Por exemplo (n=1):
111 1 1
1_E+§+2_!+M+F+F'

O namero b é obtido através de uma adicdo semelhante a ultima, mas constituida
por infinitas parcelas:
1

b= —
24

1
+ 5+ 55+ +adinf.

1
2
Weierstrass apenas se refere a prova de que qualquer nimero que seja parte inte-
grante de b também o é de a. Em todo o caso, a condi¢do reciproca desta pode mostrar-se
de um modo semelhante.
Seja ¢ uma parte integrante de b. Entao,

1

(32) ¢ So+ostt
. [ 2: Em

2

Provemos que c € ainda parte integrante de a. Da igualdade (3.1) do exemplo ante-
riorede 1=+ 5+ +—+-+-, tem-se

a7

1+1+ +1+1—1+ + ! + -
2 22 am 'l gm 1.2 rir+1) r+1’

Escolhendo r de tal modo que i-ﬂ% segue da relacdo (3.2) que®

1 1
1.2 rir+1)”

Desta forma se conclui que c é ainda uma parte integrante de a.

E evidente que os dois exemplos anteriores s&o casos particulares de um vasto
conjunto de grandezas numéricas com infinitos elementos, existindo muitas que ndo sdo
iguais a nenhum racional. Weierstrass observa conhecerem-se procedimentos semelhantes
para a obtencdo de novos nimeros, sendo um exemplo disso as raizes quadradas.

Sempre se foi levado ao alargamento do dominio numérico quando se che-
gou a uma operagdo impossivel. Por exemplo nas raizes quadradas. Nestas
ultimas tinha-se um algoritmo definido para, em tais raizes que tinham um
sentido (racional), encontrar efectivamente o nUmero. Também ainda se apli-
cava 0 mesmo [algoritmo] quando a raiz ndo dava certo e obtinha-se entdo
uma frac¢do decimal que se prolongava até ao infinito. Em todo o caso, defi-

* Tratando-se claramente de uma gralha, o original consultado apresenta a desigualdade i = = em vez

de — < —: (HURWITZ, 1878, p. 13). :
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nia-se por exemplo +Z encontrando pelo dito algoritmo para cada casa (de-
cimal) um numero determinado. Entdo podia dizer-se: ndo h& decerto ne-
nhum racional que, multiplicado por si mesmo, dé 2, mas pode estabe-lecer-
se uma série de numeros racionais, dos quais cada um dos mais tardios se a-
proxima mais desta propriedade do que um dos mais precoces. (THIEME,
1886, p. 59).

Se bem que este seja apenas um exemplo do que Atualmente designamos por numero ir-
racional, podemos ver ilustrada nesta citacdo uma obtencdo de irracionais através de limi-
tes de numeros racionais. Muito embora ainda ndo tenhamos abordado o modo como na
redacdo de Hurwitz é definido um irracional, podemos adiantar que ndo encontramos ai
explicita esta ideia de ser o limite de uma sucessao de nimeros racionais. Em todo o caso,
tal podera depreender-se de toda a teoria apresentada. A seguinte passagem do final da
redacdo de Thieme esclarece que Weierstrass tinha, de fato, esta ideia bem presente (se
ndo em 1878, pelo menos ja em 1886).

Na vizinhanca de qualquer grandeza numerica irracional ha contudo uma
quantidade arbitraria de grandezas numéricas racionais, que se Ihe tornam
arbitrariamente proximas. Deste modo, qualquer grandeza numérica irracio-
nal arbitraria € um limite de racionais, quer dizer, dos que neste caso estdo
definidos. (THIEME, 1886, p. 59).

3.2 Numeros finitos e nameros infinitamente grandes

Na subseccdo Nameros finitos e nameros infinitamente grandes da redacdo de
Hurwitz observa-se que nem todas as grandezas numéricas formadas de infinitos elemen-
tos podem ser comparadas. Se essas entidades se identificassem com as séries numéricas
usuais de termos positivos, poderiamos desde ja compreender a razdo para que tal suce-
desse: se existem séries numéricas de termos positivos cuja soma € igual a um namero
real efectivo (as séries convergentes), existem outras (as divergentes) cuja soma é infinita
e, portanto, ndo séo associadas a nenhum real. Pretendendo-se construir um conjunto de
nameros, apenas tem sentido comparar e operar aqueles niUmeros que pos-suam um valor
finito (designados por nameros finitos), e ndo os infinitamente grandes. Podemos entdo
entender que tais numeros finitos se identificam com os nimeros reais positivos.

Pelas razBes apontadas, a presente seccdo é exatamente o cerne de toda a constru-
cao dos numeros reais elaborada por Weierstrass.

Devemos notar desde ja ndo existir uma completa identificagdo entre as séries usu-
ais e as grandezas numéricas de Weierstrass. A diferenca € justificada pelo fato de a no-
cdo de conjunto estar presente na definicdo de grandeza numeérica, razdo pela qual ndo é
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pressuposta uma ordenacdo dos seus elementos. Esta questdo, também observada pelo
matematico, aborda-se na seccdo 3.3.8 Reformulag&o do critério de somabilidade. E de
referir que Weierstrass utiliza também para as suas somas a designacao de series. Desta
forma, tera a necessidade de introduzir a terminologia de séries incondicionalmente con-
vergentes por forma a distinguir as suas séries das usuais, que designa por series condici-
onalmente convergentes.

Denicéo 3.4 Diz-se que uma grandeza numérica a tem um valor finito se existirem gran-
dezas ¢ compostas duma quantidade finita de elementos, que sejam maiores do que a.

Repare-se entdo que para averiguar se as grandezas compostas de uma infinidade
de elementos possuem, ou ndo, um valor finito, Weierstrass faz intervir grandezas com
um namero finito de elementos que, obviamente, tém um valor finito.

Definicdo 3.5 Uma grandeza numeérica a diz-se infinitamente grande se qualquer nimero
¢, que seja composto dum numero finito de elementos, for parte integrante de I.

Desta definicdo, decorre que qualquer nimero contendo uma quantidade finita de
elementos é parte integrante de quaisquer grandezas infinitamente grandes a e b. Por-
tanto, tem-se sempre a = b, sendo impossivel estabelecer quando a < b ou a > b. Daqui
decorre que ndo se pode calcular com numeros infinitamente grandes, argumento usado
por Weierstrass para justificar o fato de a restante teoria por si apresentada se referir ape-
nas a nameros finitos (HURWITZ, 1878, p. 16).

3.2.1 Consideracdes acerca do conceito de grandeza numérica

A redacao de Hurwitz peca pela falta duma terminologia concreta para designar 0s
diferentes tipos de grandezas numéricas definidos ao longo do curso. Por esta razdo, pare-
ceu-nos oportuno esclarecer que “niimeros” definimos até este ponto.

O recente conceito de namero finito, isto é, de uma grandeza numérica cujo valor
seja finito, ndo sera mais do que um ndmero real positivo. Destes nimeros, ha a consi-
derar dois tipos: aqueles que sejam compostos duma quantidade finita de elementos, os
ditos nimeros usuais mistos (racionais positivos), e aqueles que possuam uma infinidade
de elementos mas que ndo sdo equivalentes a nenhum namero usual misto. Para estes Ul-
timos nédo se acha, na redacdo de Hurwitz, nenhuma terminologia especifica, mas repare-
se que correspondem aos numeros irracionais positivos. Mas, tal como havia sucedido
para a terminologia nimero racional, também podemos encontrar nas redacGes de Hettner
e de Thieme a terminologia de nimero irracional*. Deve notar-se igualmente que, decor-

*® \/ejam-se Hettner (1874, p. 36) e Thieme (1886, p. 59).
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rendo das abordagens ai seguidas, esta Ulti-ma designacdo abrange quer os niUmeros irra-
cionais positivos, quer os irracionais negativos.

Antes mesmo de considerar as opera¢gdes com nameros finitos, vejamos como de-
veremos interpretar 0s numeros reais positivos na forma como foram. Podendo a relacéo
de igualdade entre duas quaisquer grandezas interpretar-se como uma relacdo de equiva-
[éncia. Os ndmeros reais positivos podem identificar-se com o0s represen-tantes de todas
as classes de equivaléncia da relacdo de igualdade, quando a conside-ramos definida exa-
tamente no conjunto de todos os nameros finitos.

Na redacéo de Hettner, podemos ainda encontrar a representa¢do de um namero re-
al positivo a custa de fracgdes decimais. Mostra-se que, de um modo geral,

Se tivermos uma série de numeros inteiros [positivos] 1.g;.g;:.95.-., Onde
g: < g: < g=... € formarmos os elementos que tém as grandezas g;.g:.9z: -
como denominadores, entdo é sempre possivel representar qualquer grandeza
numeérica por uma série de tais elementos [...]. (HETTNER, 1874, p. 28).

Deduz entdo que todo o niumero a pode ser escrito na forma:

ho+h 1-I-h 1-|-h 1-I-
a_: —_— _'_|—J.| —_— ---’
° g g P gt

de modo a que k. k. k..., tomem valores entre 0.1,2.3...g — 2. g — 1. Nesta redacdo, as gran-
dezas numéricas compostas de elementos positivos sdo também identificadas com os nu-
meros reais positivos. Assim, o desenvolvimento decimal de um real positivo sera um
caso particular da igualdade anterior para g = 10. O modo como se define a relacdo de i-
gualdade entre duas grandezas numeéricas representadas em fraccdo decimal assume um
papel fundamental na obtencdo do desenvolvimento decimal dos nimeros reais. Conside-
rando iguais duas tais grandezas apenas quando elas coincidirem “[...] em todos os alga-
rismos individuais [...]”", afirma-se que o desenvolvimento dum nimero arbitrario numa
fraccdo decimal, que é sempre possivel, serd anico. Um namero real serd entdo uma tal
série numérica. Note-se, no entanto, que o desenvolvimento de um nimero em fraccéo
decimal ndo é, de fato, Ginico®®. Vela-se, por exemplo, o caso do nimero 1:

1 1 1
10—+ e 049 —4+9— 49— 4
102~ 103 10~ "10% ' 103

1
1+0—+0
10

47 o
Id., ibid., p. 27.

*® Nos extractos disponiveis da redagdo de Hettner ndo encontramos qualquer outra indicagio a este res-

peito.
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3.2.2 Operag6es com numeros finitos

Tendo, até ao momento, sido definidas as operacGes de adi¢cdo e multiplicacdo de
nimeros usuais mistos, a redacdo de Hurwitz prossegue com as definicdes das mesmas
operacgdes para nameros finitos.

“A definicao de adicdo de niimeros com infinitos elementos ¢ a mesma que para
nameros inteiros, e também valem para ela as leis da adigdo. (Decerto apenas para uma
quantidade finita de parcelas.)”*.

Tal como é notado na transcri¢do anterior, apenas poderemos considerar somas que
envolvam uma quantidade finita de parcelas®. O caso de somas de infinitas parcelas (do
qual as préprias grandezas numéricas compostas de infinitos elementos sdo um exemplo)

sera considerado apenas mais adiante, na sec¢do 3.2.3 Somas de infinitos numeros.

Definicdo 3.6 O produto a - 5 de dois quaisquer nimeros a e b obtém-se multiplicando
cada elemento de a por cada elemento de b e formando a soma destes produtos singulares.

Proposicéo 3.1 O produto a - & tem um valor univoco completamente determinado, e tem
um valor finito se a e b tiverem valores finitos.

Demonstracdo:>* Mostremos inicialmente que o produto a -5 tem um valor univoco

completamente determinado. Para determinar o produto a - b, basta saber o numero de
T T 1 -

vezes que um elemento arbitrario - ai ocorre. Mas = apenas podera ocorrer no produto

a-b quando =for um elemento de a, —um elemento de b e for valida a igualdade
L T

11_1 ) )

ry To r

Ora, 0 elemento com denominador 7, S6 ocorre em a em quantidade finita, digamos
»,; do mesmo modo, o elemento iapenas ocorrerd em b um ndmero finito de vezes, di-
T2

*1d., ibid., p. 16. Repare-se que n4o tem sentido considerar a adi¢fo de nimeros com infinitos elementos
como sendo a mesma do que para numeros inteiros. Isto porque, para adicionar nimeros finitos teremos
de adicionar os seus elementos, que poderédo ser partes exatas da unidade; e estes elementos néo sdo con-
siderados na adicdo de nimeros inteiros ou usuais. Weierstrass deveria querer referir-se a adicdo de nume-
ros complexos, troca esta que podera justificar-se pelo fato de a definicdo da operacéo de adicdo 1.6 se
referir em conjunto para nimeros usuais e para nimeros complexos. Em todo o caso, seria mais imediato
considerar a definicdo da operacdo de adicdo de numeros finitos como uma extensdo daquela relativa a
ndmeros usuais mistos.

*% Segundo Dugac esta observagéo foi feita pelo proprio Adolf Hurwitz (DUGAC, 1973, p. 81).

> Com esta demonstragéo, ficam provadas as condicBes para, em particular, nimeros usuais mistos. Desse
modo podemos compreender a razdo pela qual ndo se fez 0 mesmo tipo de consideracdo na abordagem da
multiplicacdo desses numeros, facto este que ja haviamos mencionado na secgdo 2.2 Operagdes com nu-
meros usuais mistos.
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gamos p,. Além disso, r apenas se pode escrever finitas vezes em funcao de dois fatores,
Ou seja, existira um certo n para o qual:

1 11 1 1
']""_ ¥

T Ty Ty

1 1

onde representam elementos de a e — elementos de b. Representando por p; as ocor-
Tan—1

Tan
réncias de cada um destes elementos, podemos determinar sempre quantas vezes um ele-
mento % ocorre no produto ab, a saber, p, - p, + -+ p, - P+, Vezes. Desta forma, o pro-

duto ab tem um valor determinado.

Vejamos o argumento de que o produto a - b é finito sempre que a e b sdo finitos.
Pela definicdo 3.4 de grandeza numérica com valor finito, a - b sera finito se existir um
namero composto de uma quantidade finita de elementos que seja maior do que « - b. Pelo
fato de a e b serem finitos, existem numeros a’ e b’, compostos de uma quantidade finita
de elementos, que sdo maiores do que qualquer nimero composto de elementos de a e b,
respectivamente. Sejam a4, @, ..., ,., ... 05 elementos de a e a'y, a';, ..., a',, ... 0s de b, orde-
nados por ordem crescente. Escolha-se, arbitrariamente, uma parte integrante ¢ de a - b.
Essa parte integrante sera formada, por multiplicacdo, a partir duma certa quantidade de
elementos de a e b, dos quais nenhum dos de a contém um elemento superior a «, e ne-
nhum dos de b contém um elemento superior a a’,. Desta forma, teremos:

c< (ayta,++a)a,+a,++a').
Como>? a'b' > (e, + a, + -+ a,)(a'y+a', + - +a',) também a’b’ > c. Portanto a’b’ é
um produto maior do que qualquer parte integrante arbitraria de ab, e portanto maior do
que o préprio ab. Sendo a’»’ um namero composto duma quantidade finita de elementos,
conclui-se entdo que o produto ab é finito.

As seguintes propriedades da multiplicacdo de quaisquer grandezas numéricas sao
estabelecidas sem qualquer prova™:

(1) ab = ba, (1) abc = acb e (1) a(b + c) =ab + ac.

>2 Muito embora Weierstrass ndo o refira, a desigualdade que se segue:

a'h' = (o + oy + + e )@, + o>+ +a’) decorre do fato de, para nimeros usuais mistos arbitrarios
a,b,c,dseter (a=bAc=dl = ac > bd. A prova deste resultado obtém-se de imediato a partir da defi-
nicdo da relacdo de desigualdade entre nimeros usuais mistos e das propriedades da multiplicacdo de nu-
Meros usuais mistos.

>3 Hurwitz (1878, p. 17).
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Facilmente depreendemos que estas leis resultam das definicdes 3.2 e 2.7 de igualdade de
grandezas numéricas e de multiplicacdo de nimeros usuais mistos.

Proposicdo 3.2 “Se for b’>b, entdo também ab >ab.”>

Demonstracéo:
De b’>b segue que existe um numero ¢ composto de finitos elementos, que
esta contido em »” mas ndo em b; b’= (c,c’); entdo se ¢'=(c’’,c’’’) onde no-
vamente ¢’’ contém uma quantidade finita de elementos, entdo é b '>c+c’’ e
ctc’’>b, e consequentemente ab’>a(c+c’’), a(c+c’’)>ab, portanto final-
mente ab >ab g.e.d. (HURWITZ, 1878, p. 17).

Dugac refere em nota de rodapé que Hurwitz escreveu na margem desta demons-
tragdo “nao rigorosamente” (DUGAC, 1973, p. 105). A incor-
reccdo da prova exibida por Weierstrass deve-se ao fato de ser assumida a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo para numeros finitos, a qual ainda ndo se
provou. Esta suposicdo permitiu obter incorretamente as desigualdades ab’>a(c+c”’) e
a(ctc’)>ab.

3.2.3 Somas de infinitos nUmeros

Atendendo a que as grandezas numéricas com infinitos elementos séo elas préprias
somas com uma infinidade de parcelas, podemos encontrar na sec¢do Somas de infinitos
nameros alguns pontos da teoria relativa a este tipo de grandezas que, por opc¢do de
Weierstrass, ndo foram na altura desenvolvidos. Dada a proximidade entre grandezas com
infinitos elementos e somas de infinitos ndmeros, € inclusivamente compreensivel que
alguns conceitos desenvolvidos nesta sec¢do sejam mesmo uma extensdo de conceitos
relativos ao primeiro tipo destas entidades. Esta semelhanca podera ainda notar-se em
exemplos dados ao longo do curso.

“Para que uma tal soma [de infinitas parcelas] tenha um valor finito é preciso, an-
tes de mais, que nenhum elemento ocorra infinitas vezes.”™. Isto porque, caso con-trario,
toda a grandeza numérica composta de uma quantidade finita de elementos seria inferior a
essa soma, logo, por definicédo, essa soma nao teria um valor finito.

O criterio formulado para averiguar se uma soma com infinitos nUmeros possui ou
ndo um valor finito, acaba por ser uma mera reformulacdo da definicdo 3.4 de grandeza
numérica com valor finito. Adoptaremos a designacdo de Critério de somabilidade para
este critério, de acordo com aquela utilizada por Dugac no seu artigo (Dugac, 1973)°.

> Hurwitz (1878, p. 17).
> Hurwitz (1878, p. 18).
*® Dugac (1973, p. 81).
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3.2.3.1 Critério de somabilidade

Proposicao 3.3 “Para que uma série de infinitos numeros [seja] somavel e tenha um valor
finito para soma, € necessario e suficiente que se possa mostrar a existéncia duma grande-
za numérica que seja maior do que qualquer soma formada a partir duma quantidade arbi-
traria dos nimeros da série.””’

Este critério permite que desde ja compreendamos a razdo pela qual as séries de
Weierstrass diferem das séries usuais (sendo que, para ja, nos possamos apenas referir a
séries compostas de elementos positivos): isto porque a grandeza numérica que garante a
somabilidade de uma série de Weierstrass ¢ “maior do que qualquer soma formada a par-
tir duma quantidade arbitraria de nimeros da série”. E, portanto, explicita a independéncia
na ordenacdo dos nimeros de tal série, 0 que ndo sucede com as Séries usuais.

A possibilidade de mostrar, para uma determinada série, a existéncia de uma gran-
deza numérica maior do que qualguer soma de uma quantidade arbitraria de nimeros da
série, depreende-se do exemplo apresentado de seguida™.

No exemplo 3.2 da seccédo 3.1.2 Exemplos de grandezas com infinitos elementos
equivalentes a numeros racionais, obteve-se a seguinte igualdade:

S I SR
Ta+1 (a+1)? @+ D)™  aa+ )™

1
a

Considerando infinitos nimeros by, b, ..., b,, ... inferiores a um dado nimero b, é formada

a série de termos
1 1 1

b b, by ————
ta+1"? (a+1)? "(a+1)"

Sendo b, .fE+11}

série, a soma S de uma quantidade arbitraria destes numeros verifica as desigualdades:
S<b——+b——+-+b ——<b(= Lt J<b-i

i -
a+1 2 (g+1)? (a+1)" g+l (a+1)? (a+1)7

relativamente a r, o membro mais elevado de entre os nimeros da

- ~ ; - 1 -
Obtivemos, entdo, uma grandeza numeérica, b - -, maior do que qualguer soma composta
de numeros da série numérica considerada, conforme pretendido.

>’ Hurwitz (1878, p. 18).
%8 1d., ibid.. Este exemplo denota a proximidade ja referida entre somas de infinitos nimeros e grandezas
compostas de uma infinidade de elementos.
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Na redacdo de Hurwitz apresenta-se apenas uma prova da condicdo suficiente do
critério de somabilidade, a qual apresentamos de seguida.

Demonstracéo: Prove-se que, caso exista uma grandeza numérica maior do que qualquer
soma de uma quantidade arbitraria de numeros de uma série numérica, essa série tera uma
soma finita.

Para obter a soma dos infinitos numeros a,, a,, a5, ... de uma série numérica basta
determinar o numero de vezes que um elemento « ai ocorre, e juntar todos os elementos
a. Tendo em conta a observacdo seguinte, cada um destes elementos ocorrerd na série
apenas um numero finito de vezes.

Nenhum [elemento] pode ocorrer infinitas vezes, porque se m for o nimero
que é maior do que qualquer soma E g; que é formada a partir dos nimeros
a;.a;. 8. .., ENtAO ja a partir do elemento infinitas vezes ocorrente poderiamos
compor um namero suficientemente grande, que desse uma soma > m, 0 que
contradiria a pressuposta propriedade de m. (HURWITZ, 1878, p. 19).

A argumentacdo segue considerando agora que a, f5.v. ...representam ndo apenas os ele-
mentos, mas também a quantidade de vezes que eles ocorrem na série numérica. Entdo a
soma dos nUmeros a4, a,, as, ... € a mesma que a soma dos elementos «, 5, ¥, .... Portanto,

*, a; serd finita se também for finita a soma dos seus elementos, ou seja, se existir uma
grandeza composta de uma quantidade finita de elementos que seja maior do que
a+ B +y +--.Dos elementos a. B.v. ..., € escolhida uma quantidade arbitraria (finita) de
soma b. Sendo a’,a",a"’,...a"™ aqueles dos nimeros a,, a,, as, ... que contém os elementos
escolhidos (obviamente em quantidade finita), tem-se a' +--a“™ = b. Mas, por hipotese,
existe um numero m que é maior do que qualquer soma de nameros da série a,, a,, as, ...,
em particular, m = @'+ --a'™ . Como a’' +a" +a"' + -+ a"™ é um nlmero com uma
quantidade finita de elementos, pela propriedade transitiva da relacdo de desigualdade
vem que m > b.

Desta forma, provou-se a existéncia de uma grandeza numérica com um nimero
finito de elementos, a soma a' +a" +a"' + -+ a™ | que é inferior a qualquer soma de
elementos entre @, 5.y, ... . O que significa, pela definicdo 3.4, queasoma a + 5 +y + -~
é finita. Portanto, também € finitaasoma a, + a, +a; + ....

Uma vez que a operacdo de adicdo s era valida, até aqui, para uma quantidade fi-
nita de ndmeros, tornou-se necessario generalizar algumas propriedades para somas de
infinitos numeros. A primeira delas, a qual se refere a proposi¢do seguinte, pode ser en-
tendida como uma extensdo a tais somas das transformacdes validas para grandezas nu-
méricas compostas de uma infinidade de elementos.
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Proposicdo 2.3.4 “[...] numa soma com infinitos membros, o igual pode ser substituido
pelo igual sem alterar o valor da soma. [...] [isto é] se a, = a'y,a, = a,, etc., também

a,+a,+a;+ .. =a,+a,+ay+ .. >
_/ — _/

~— ~—

Xa; ra';

—

Demonstracéo: Ora, pela definicdo 3.2 de igualdade entre grandezas numericas compos-
tas de infinitos elementos, basta provar que qualquer nimero ¢ que esteja contido numa
das somas também o esta na outra.

De seguida, considera-se, ao invés da soma a;+a,+a;+ .. , a soma
a+f+y+--, onde af.y, ..580 0s elementos da série a,,a,, a,, .. . Analogamente, a
soma a'y +a', +a';+--emvez de &'+ '+ +-, sendo «', 5.y, ... 0s elementos de
a'y,a'y,a'y, ... . Emtodo o caso, subentende-se do decorrer da demonstracdo que, tal como
ja havia acontecido na prova da proposicdo 3.3, também agora a,f3,y. ... e a', By, ... re-
presentam ndo apenas o0s elementos das respectivas grandezas, mas também o nimero de
vezes que nelas ocorrem.

A argumentacao seguiria com a prova de dois passos: primeiro que qualquer parte
integrante de X a; é parte integrante de X a’; e finalmente a condicéo reciproca desta. Na
redacdo de Hurwitz, podemos apenas encontrar a primeira destas provas. A razdo para que
tal suceda deve-se ao fato de a relacdo de igualdade entre quaisquer grandezas numéricas
(definicdo 3.2) verificar a propriedade simétrica.

Sendo ¢ uma parte integrante arbitraria de X a; (ou, 0 que é o mesmo, de
a +f +y +-), podemos transformar ¢ num nimero ¢’, de modo a que ¢’ também conte-
nha alguns (mas ndo todos) dos elementos a, £, v, ... quando muito tantas vezes quantas
2 a;. Desse modo podemos escolher em , 8,¥, ... uma quantidade finita de elementos cuja
soma seja superior a ¢. Designando por &, a,, ...,a, as grandezas a; onde foram escolhi-
dos tais elementos, tem-se a,+a,+..+a,>c e, portanto, também
a',+a',+..+d', =c. Desta forma, c é ainda uma parte integrante da soma X a';, con-
forme pretendido.

3.2.3.2 Soma por partes

Nesta seccéo justifica-se a aplicacdo das propriedades comutativa e associativa
na obtencdo das somas das series de Weierstrass.

Seja dada uma quantidade infinita de grandezas numéricas, cuja soma tenha
um valor finito. Pode entdo decompor-se esta série numérica em grupos; a

*1d., ibid., p. 20.

Revista Matematica & Ciéncia, v. 2, n. 1, p. 110-162, jun. 2019 - ISSN 2674-9416



138

A construcao do sistema dos nimeros reais por Weierstrass

quantidade destes grupos pode ser finita ou infinita, e cada grupo pode no-
vamente conter uma quantidade finita ou infinita de grandezas numéricas.
(HURWITZ, 1878, p. 19).

Mesmo antes de demonstrar que, qualquer que seja a decomposi¢do considerada, o
valor da soma de uma serie ndo se altera, segue-se um exemplo de uma tal reordenacéo
dos membros de uma série.

Exemplo 3.3: Considere-se a soma:

oo

= 1
Z (a+ DA (b+1D*

p=14=1

e prove-se inicialmente que possui um valor finito. Escolhendo uma quantidade arbitréaria
(finita) de membros, onde | é o mais elevado valor de A ocorrente, e m o de p, obtém-se
uma soma S que verifica as desigualdades seguintes:

ZZ[a+1}*‘[b+1)“ Z(a+1]*‘2[b+1)“ E%'

u=14=

Apesar de ndo ser justificada, repare-se que a Ultima das desigualdades decorre da expres-
séo:
1 1 1 1 1

n n+1+(n+1:]2+m+(n+1:]m+n[n+ 1)™’

obtida no segundo dos exemplos apresentados na seccdo 3.1.2 Exemplos de grandezas
com infinitos elementos equivalentes a nimeros racionais. Desta forma, ii € maior do

que a soma de quaisquer membros arbitrérios (em guantidade finita) escolhidos na série

numerica, pelo que a soma X7 X5 - +1}’ Hi}# é finita.

A decomposicdo da seérie dada em grupos é feita considerando um ndmero infinito
de grupos, contendo cada um deles uma infinidade de grandezas numeéricas.
Aqui s0 é facil realizar uma decomposi¢do em grupos, a saber

1 ( 1 1 ]
1 4 {a.+1]i{£:+1]u “rtllatl @ripE "

=
1]

s
Ningl

+

(it
GrDiatrl @enz T ET
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A garantia de que um qualquer reagrupamento dos termos de uma série numérica
ndo altera o valor da sua soma é estabelecida na proposicao seguinte.

Proposicao 3.5 “Se se decompuser uma série infinita de nimeros em grupos, se juntarem
0s numeros de cada grupo somando-0s, e depois se adicionarem todos 0S grupos uns aos
outros, entdo a soma final ¢ igual a soma da série infinita dos nameros.”*

Demonstracdo: Sendo @y, a,,a,,...a serie de nimeros, sao inicialmente considerados 0s
grupos a, +a'; +a"; +--;a, +a';, +a", +--;..., cujas correspondentes somas sdo de-
signadas pelos nameros by, b, ... .

Pela definicdo 3.2 de igualdade entre nimeros finitos, para mostrar o pretendido
seria necessario considerar dois passos: primeiro que toda a parte integrante de X, a; €
uma parte integrante da soma dos grupos, isto é, de X;(a; +a'; +a"; +---); e finalmente a
condicdo reciproca desta. Weierstrass optou por uma prova diferente. Atendendo a que
um elemento « ocorre finitas vezes na soma a, + a, + a5 + .., basta mostrar que este
namero de ocorréncias € exatamente igual aquele relativo ao elemento « na soma
b, + b, + by + ... Se « ocorrer nos nUmeros a, b, ... g da série numeérica, entdo ele apenas
ocorrera naqueles dos grupos by, b, ... que tiverem um dos numeros a, b, ... g COMO parce-
la. Portanto ele ocorrerda na soma by + b, +---exatamente tantas vezes como em
a, + a, + .., sendo isto valido para qualquer elemento arbitrario da soma X a;.

Tendo em conta 0 modo como sdo construidos os grupos de somas by, b,, ... na
demonstracdo anterior, podemos, mais uma vez, comprovar que nas séries de Weierstrass
ndo € pressuposta nenhuma ordenacdo nos seus termos. Sera por esta razdo que a decom-
posicdo em grupos de uma tal série pode ser feita comutando convenientemente as suas
parcelas.

O reciproco desta proposi¢do é também enunciado.

Proposicdo 3.6 “Seja b, + b, +--- uma soma de infinitos membros. Seja possivel repre-
sentar b, como uma soma de infinitas grandezas numéricas.

_ ~ 4 —_ ’761
b,=a,+a,+a", + ... Entdioé X b = Y a.

Pressupondo, tal como é observado por Hurwitz, que X » tem um valor finito, a
prova deste resultado é em tudo semelhante a demonstracéo da anterior proposicgao 3.5.

3.2.3.3 Extensdo da operacéo de multiplicacéo

%d., ibid., p. 22.
*1d., ibid..
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Tal como foi observado na seccdo 3.2.2 Operagfes com nameros finitos, a adi-
cdo de numeros finitos apenas poderia considerar-se para uma quantidade finita de parce-
las. Assim, relativamente a operacdo de multiplicacdo definida igualmente para numeros
finitos, as leis ab = ba; abc = acb; a(b + ¢) = ab + ac seriam validas apenas para somas
com um numero finito de termos. Por forma a que tenha sentido efetuar um produto de
somas constituidas por uma infinidade de parcelas, Weierstrass formula a seguinte defini-
¢ao, que é apenas uma extensdo da defini¢do 3.6, relativa a nimeros finitos.

Defini¢do 3.7 Para multiplicar uma série X a; por outra X b, tem de se multiplicar cada
numero a; que ocorre na primeira série por cada nimero b, que ocorre na segunda das
séries, e formar a soma destes produtos singulares, ou seja,

I P

A=1 pu=1 =1 u=1

A exposicdo que se segue na redacao de Hurwitz, respeitante a produtos de series é
extremamente obscura, ndo se entendendo com clareza o que é pretendido por Weiers-
trass. Em todo o caso, devemos referir que podemos ai encontrar a prova de que X X a; b,
é finito sempre que X a; e X b, 0 sejam. Atribui-se ainda um significado a XX a; b, pelo
que o produto de duas séries fica completamente determinado. Através da decomposi¢édo
dos nameros finitos a,, a,, ...,by, b, ... N0S seus elementos constituintes, da um significado
aexpressdo X X a; b, a saber:

ZZ ﬂﬂbg = (ayby + ayby + a;by +--) + (azby +azb; + azby +-) + o0

A=1 u=1
3.3 Operagdes indiretas e novos nimeros

Se bem que na redacdo de Hurwitz ndo exista nenhum titulo de uma seccdo que
anuncie a criacdo de novos nameros, 0s elementos opostos, a sua importancia na constru-
¢ao dos numeros reais parece justifica-lo.

Se, por um lado, as defini¢des das operacdes de adicdo e multiplicagdo foram su-
cessivamente estendidas por Weierstrass até abrangerem os numeros finitos até aqui defi-
nidos, 0 mesmo nao sucedeu com as operagdes de subtragédo e divisao que designa de “in-
diretas”®. A operacdo de subtracdo apenas se definiu para nimeros usuais a e b, cum-
prindo a condicdo a > b, ndo tendo sido portanto criado o conjunto dos nimeros inteiros
negativos. Ja a operacdo de divisao foi um pouco mais além, sendo definida para nimeros
usuais a e b, mas ndo sendo condicdo necessaria que a fosse um mdaltiplo de b. Desta for-

%21d., ibid., p. 24.
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ma, a operacao de divisdo permitiu a criacdo dos nimeros usuais mistos, ou seja, dos ra-
cionais positivos. Ora, € evidente que estas duas ultimas opera¢des de subtracdo e divisao
necessitam de ser estendidas aos outros conjuntos de nimeros. E, tal como afirma Weiers-
trass:

[...] para podermos atribuir um sentido a subtracdo em todos os casos, temos
de alargar o dominio numérico. No entanto, com a divisdo ndo [acontece as-
sim]. Esta aparente incongruéncia provém de acima ja termos introduzido as
partes exatas, e portanto ja ai termos alargado o dominio numérico, embora
apenas com base na diviséo. (HURWITZ, 1878, p. 24).

O conjunto de todos 0s numeros até aqui definidos sera entdo alargado com a jun-
cao dos elementos opostos, isto €, dos simétricos de todos os elementos existentes. Mas a
introdugdo destes novos ntimeros ira tornar novamente “desatualizadas” as definigdes das
diferentes operacgdes aritméticas, bem como o0s conceitos relativos a comparagédo de nume-
ros. A reformulacéo de todos estes conceitos ird portanto culminar com a obtencdo de um
dominio numérico incluindo todos os nimeros definidos até a0 momento, 0S nUmeros
finitos, bem como os seus simétricos. Pelo fato de ficar munido de um conjunto de opera-
cOes aritméticas que lhe conferem a estrutura de corpo ordenado completo, poderemos
entdo identifica-lo com o conjunto dos nUmeros reais.

3.3.1 Extenséo da operacéo subtracao e elementos opostos

Genericamente, a operacdo de subtracéo é definida do seguinte modo:
Definicdo 3.8 Dados a e b numeros finitos, a sua diferenca, (a — b), € o nimero que adici-
onado a b, da soma a.

Dai que (a — b) + b = a seja a equacdo definidora da subtracéo.

Vejamos como construir estas diferencas, por forma a que a operagdo de subtracéo
esteja definida para quaisquer nimeros finitos a e b. Sao inicialmente consideradas gran-
dezas tais que a > b, podendo estas ser compostas por uma quantidade finita ou infinita de
elementos. E sera ao abordar o caso em que se tenha a < b que surgira a necessidade de
introduzir novos nimeros, os elementos opostos.

e Se a e b forem nimeros com quantidade finita de elementos e a>b, entdo a diferen-
ca obtem-se facilmente. Sera apenas necessario aplicar ao numero a as trans-formacoes
definidas sobre numeros usuais mistos, abordadas na sec¢do 2.1 Comparacédo de nimeros
usuais mistos. Transformando a em a’ + a’’, onde a’ contém 0s mesmos elementos (e
mais nenhum) que b e tantas vezes quantas b, obtém-se de imediato a diferenca procura-
da, a saber, o nUmero a”’.
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e Se a>b mas a e b forem nimeros com infinitos elementos, a diferenca ndo pode ser
formada diretamente. Weierstrass afirma®® que também neste caso existem proce-
dimentos para obter (a — b). A construcdo deste nimero é descrita na demonstracdo do
préximo resultado.

Proposicédo 3.7 Se a e b forem grandezas numéricas compostas por uma infinidade de
elementos tais que a > b entdo é possivel obter a diferenca a — b.

Para obter o numero (a — b), Weierstrass enuncia e demonstra ainda o seguinte resultado.

Proposicéo 3.8 Dadas grandezas numericas a e b, se b+& > a, sendo £ um elemento arbi-
trario, entdooub =aoub > a.

Demonstracdo: Sejam ey, @,, ... € 1.5, ... 0S elementos de a e b, respectivamente. Ora
b+& > a significa que, de entre os elementos f5,.5,. ..., £, se pode escolher uma quantidade
finita, de tal modo que a soma S dos escolhidos verifique® s = a. Relativamente a esta
escolha, sdo consideradas duas possibilidades:

[...] ou &ndo precisa de estar entre os escolhidos, sendo entdo jab > a, ou
& tem necessariamente de se encontrar entre os escolhidos, sendo entdo b
= a porque qualquer parte integrante de b é parte integrante de a, e reci-
procamente ndo pode haver nenhuma parte integrante de a que nédo seja
também parte integrante de b. (HURWITZ, 1878, p. 25).

Sendo o primeiro destes casos imediato, vejamos a argumentacdo que poderemos utilizar
para provar que, quando & se encontra necessariamente entre os elementos escolhidos da
soma S, se tem b = a. Ora, pela definicdo 3.2 de igualdade entre quaisquer grandezas nu-
méricas, hd que mostrar que toda a parte integrante de b é parte integrante de a e, recipro-
camente, que toda a parte integrante de a é ainda parte integrante de b. Na redacdo de
Hurwitz apenas consta a segunda dessas provas; mas numa exposi¢do bastante confusa,
em parte devido ao fato, ja notado, de ndo se distinguirem desigualdades no sentido estrito
de desigualdades no sentido lato. Atendendo também ao fato de Hurwitz escrever no final
desta demonstragdo “falso”® optamos, no que resta desta prova, por uma abordagem dife-
rente.

Mostremos inicialmente que, se ¢ tem necessariamente de se encontrar entre os e-
lementos escolhidos de soma S, por forma a que 5 = a, entdo toda a parte integrante de b

1d., ibid., p. 25.
% No original, considera-se a desigualdade no sentido estrito S > a: Id., ibid..
% 1d., ibid..
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é parte integrante de a. Mas toda a soma S’ de quaisquer elementos f,.5,. ... sera tal que S
'<a. Tal significa, pela definicdo 3.2, que qualquer parte integrante de b (cuja soma é S ')
é parte integrante de a, conforme pretendiamos.

Por reducdo ao absurdo, suponhamos agora que existe uma parte integrante de a
que ndo é parte integrante de b. Mas entdo existe n finito de tal forma que:

n n

Zaiﬁia e Zaizb.

i=1 i=1

Pelo fato de X7 «; ser uma parte integrante de a, existe sempre um elemento ¢ tal que:
T

Zai—l-sﬂa.

i=1
Como

T

b-l—sﬂZa:i—i-E,

i=1

teremos b += < a. Mas isto € um absurdo, ja que, por hipotese, se tem b+ = > a, para
qualquer elemento ¢. u

Deste modo pode agora demonstrar-se a proposicdo 3.7, a partir da qual se de-
termina a diferenca entre grandezas a e b com infinitos elementos tais que a > b.

Demonstracéo [Proposicdo 3.7]: Da proposicao anterior podemos afirmar que se for a >
b, existem elementos, cuja soma denotamos por S, que podem ser adicionados a b, de tal
forma que se tenha ainda b + 5 < a. Mais uma vez, o original de Weierstrass®® apenas
contempla a desigualdade no sentido estrito, b + S < a.

Caso seja b + S = a, determinamos, por definicdo, a diferenca a —b: é asoma S, ja
que adicionada a b da soma a.

Se b + S < a, afirma-se: “Na série de elementos 13§ .., S€ja entdo « 0 primeiro

[portanto, 0 maior] que tem a propriedade de ser ainda a > b + «.”®". Aplicando & desi-
gualdade a > b+« 0 mesmo raciocinio que a a > b, podemos encontrar um elemento «’
(com a’ < a) de tal modo que a = b + a +a'. Uma vez mais a desigualdade é apenas con-
siderada no sentido estrito®®, @ = b +a +«'. Apesar de ndo ser justificada a razdo pela
qual &' < a, é facil verificar a sua validade: se tivéssemos a’ = « entdo de a = b + a, viria
a > b +a', 0 que contradiria a pressuposicdo de « ser o maior elemento tal que a = b + a.

%d., ibid., p. 26.
*71d., ibid..
% 1d., ibid..
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Agora, se tivermos a = b +a + a', a diferenca a - b esta encontrada. Sendo, a ar-
gumentacdo segue de forma semelhante ao caso a = b + a,

A obtencéo da diferenca a — b decorre da repeti¢do sucessiva dos passos anteriores:
“Ora se eu puser ¢ = @+ a'+ a' + -+~ ad inf, entdo posso mostrar que c é finito e adicio-
nado a b da a, portanto é ¢ = (a — b)”*”.

Mostremos entéo que c € finito

Se b’ for uma grandeza que satisfaz a desigualdade a < b+b’, para
b’ pode por exemplo ser escolhido o préprio a, entdo segue-se que a
soma duma quantidade arbitraria de grandezas « tem de ser menor
do que b’.”®

Portanto, qualquer parte integrante de c é inferior a b’, ou seja, inferior a a. Pelo fato de a
ser uma grandeza finita, conclui-se que c é finito, conforme pretendido.

Para provar a igualdade b + ¢ = a ha a considerar dois passos: que todo o nimero
contido em b + c esta contido em a e, reciprocamente, que qualquer nimero que esteja
contido em a esta contido em b + c¢. Tal como é dito por Weierstrass, estes fatos mostram-
se facilmente: com efeito basta notar que, para um n arbitrario, se tem

a=b+ata +a'+-+a

Desta forma a = b + ¢, o que significa que ¢ = X @ = a— b é a diferenca entre 0s

nameros a e b.

e Se 0s numeros a e b forem tais que a < b, torna-se necessario alargar o dominio nu-
mérico.

A cada elemento « de uma qualquer grandeza numérica, isto é, a unidade prin-
cipal e as suas partes exatas, faz-se corresponder o seu simétrico que se designara por seu
elemento oposto, e se denota por « .

Definicdo 3.9 “Para cada um dos elementos até agora considerados, tomamos a mais um
oposto ao mesmo, quer dizer, um tal que num agregado de elementos destrua o seu ele-
mento correspondente.”’*

Dadas grandezas numeéricas arbitrarias a, b e 5, postulam-se varios resultados’?
respeitantes a este conceito, 0s quais se conjugam na proposicao seguinte.

*1d., ibid..
2 1d., ibid..
11d., ibid., p. 27.
21d., ibid..
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Proposicédo 3.9 a) Se a for um numero que contenha o elemento «, isto é, a =a, + a,
entdo (a, +a )+ a' =a,.

b) Para cada namero arbitrario b, composto de elementos considerados até agora, existe
um naimero b’ que o anula. Se =, £, ¥, 4, ..., forem os elementos constituintes de b, entdo b’
é composto pelos elementos a', 8',y', &', ...

c) (b") =h.

Estabelecidos estes resultados acerca de elementos opostos, vejamos como pode-
remos obter a diferenca de dois niumeros finitos a e b tais que a < b. Pela defini¢do da
operacdo subtracdo, temos (a —¢) + ¢ = a. Mas, pela proposicdo anterior, também (a + ¢”)
+ ¢ = a. Desta forma, a — ¢ tem 0 mesmo significado que a+c ’, pelo que o calculo da di-
ferenca a — ¢, sendo a < c, passa da operacdo de subtracdo para a adicdo de nimeros. A-
tendendo a que os elementos constituintes de ¢ ' séo 0s opostos dos elementos de c, sabe-
mos entdo como formar a diferenca a — ¢c. Apesar de tal ndo ser mencionado na redacao de
Hurwitz, deve notar-se que ainda nao se definiu a operacao de adicdo para elementos o-
postos. Desta forma, serd apenas na proxima seccao 3.3.3 Reformulacédo da operacgéo de
adicao que a operacdo de subtracdo podera ser considerada para dois quaisquer nUmeros.

Relativamente ao elemento oposto de uma parte exata da unidade, Weierstrass
formula e demonstra o resultado que se segue. A sua prova ira permitir ainda a formu-
lacdo dos conceitos de unidade positiva e unidade negativa.

Proposicao 3.10 O oposto « ' duma parte exatai da unidade 1 € a n-ésima parte exata do
oposto da unidade, 1'.

Demonstracéo: Pela proposicao 3.9, tem-se:
1 1 1

rx—l—(—-l———I—---—I——)-I— (a' +a'+a'+)=a,
T T LT,

— — _/

~— ~—

n parcelas n parcelas

igualdade que podemos escrever naformaa+1+(a'+a'+a'+-) =a.
Mas 0 mesmo serd dizer que '+ a'+a'+--- =1 sendo 1’ 0 elemento oposto da unida-
de. Isto significa, por defini¢do, que «’ € a n? parte exata de 1'.

Definicdo 3.10 “A unidade principal devera dizer-se a positiva e a oposta a unidade nega-
tiva, correspondentemente aos elementos.”"

Até este ponto, as diferentes operacBes aritméticas, bem como os critérios de com-
paracdo de numeros, aplicam-se somente a nimeros positivos. A introducdo do conceito

" 1d., ibid., p. 28.
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de elemento oposto ira portanto exigir a reformulacdo de todos esses conceitos, aspecto
que iremos abordar nas proximas seccdes.

3.3.2 Reformulagéo do conceito de grandeza finita

Definicdo 3.11 “Uma grandeza diz-Se finita se tanto o numero formado pelos elementos
positivos, como também o formado pelos negativos, for finito. (Os Gltimos devem natu-
ralmente comparar-se com a unidade negativa).””*

A partir desta reformulacdo podemos pois aperceber-nos mais uma vez que as So-
mas das séries de Weierstrass podem ser calculadas ordenando de uma qualquer forma os
seus membros. Seré esta a razdo que justica a diferenca entre estas séries e as usuais cujos
termos sejam positivos.

3.3.3 Reformulacgéo da operacéo de adicéo

Defini¢do 3.12 “Por soma de duas grandezas, entendemos a reunido dos elementos duma
com os da outra.””

Em particular, sera agora possivel adicionar elementos opostos. Como vimos na
seccdo 3.3.1 Extensédo da operacao de subtracdo e elementos opostos, para obter a dife-
renca entre numeros finitos, necessitamos apenas de considerar a operagdo de adicdo entre
nameros, se bem que possam incluir-se elementos opostos. Portanto, estaremos agora em
condicBes de aplicar a operacdo de subtracdo a quaisquer nimeros finitos. Tal como é
observado mais adiante na redacdo de Hurwitz’®, esta dependéncia entre as duas opera-
cOes justifica a transferéncia das propriedades relativas a adicdo para a subtracdo de duas
quaisquer grandezas huméricas.

3.3.4 Reformulacéo de transformacdes sobre nimeros

Para além das transformacdes definidas para numeros usuais mistos, as quais abor-
damos na seccdo 2.1 Comparacdo de nimeros usuais mistos, Weierstrass considera ainda
possiveis para elementos opostos as seguintes transformacdes’”:

“1d., ibid..
1d., ibid..
®d., ibid., p. 30.
"1d., ibid., p. 28.
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1) Quaisquer dois elementos opostos podem simplesmente omitir-se;
2) Pode juntar-se um elemento arbitrario a um numero, mas simultaneamente € preciso
acrescentar-se o elemento oposto.

3.3.5 Reformulacgéo do conceito de igualdade

A relacdo de igualdade entre dois nameros finitos, estabelecida através da defi-
nicdo 3.2 utilizava o conceito de parte integrante de um nimero. No entanto, tal conceito
ndo € estendido a grandezas numéricas que contenham elementos opostos: a definicdo de
igualdade entre dois quaisquer nameros sera formulada noutros termos. A propriedade
“igual adicionado a igual da igual” é o ponto de partida para a dedugao desta nova relagéo
de igualdade’.

Considerem-se a = a, + a', e b= by + b', duas grandezas quaisquer, onde a, e b,
representam, respectivamente, os agregados dos elementos positivos de ae b, e a, e b, 0S
correspondentes agregados dos elementos negativos. De acordo com a propriedade “igual
adicionado a igual da igual” que devera manter-se ainda valida, afirma-se:

“Vamos portanto tomar a = b quando, por ex., a +a, + b, =b+a, + b, [..]77°.
Repare-se que o outro caso possivel para a igualdade entre dois nimeros, seria quando se
tivesse a +a'y +b'y, = b+ a'; + b';. Mas, neste caso, seriamos conduzidos a uma con-
dicdo envolvendo uma igualdade entre agregados compostos apenas de elementos nega-
tivos, para a qual nédo foi ainda formulada nenhuma defini¢cdo. Assim sendo, a noc¢ao de
igualdade entre dois quaisquer numeros é verificada a partir da igualdade das somas dos
respectivos agregados de elementos positivos com o0s correspondentes elementos opostos
dos elementos negativos.

Atendendo as imediatas igualdades:

ata, +bh,=a,+as+a,+b,=a; +b, e

b+a,+b,=b,+b',+a,+b,=b; +a,,
apresenta-se o conceito de igualdade entre dois quaisquer nimeros.

Definicdo 3.13 Dois nimeros a e b dizem-se iguais se a, + b, = by + a,.

Veja-se que para definir a anterior relacdo de igualdade foi assumida a propriedade
“igual adicionado a igual da igual”. No entanto, depois de definir tal relagdo, afirma-se
que € necessario demonstrar o resultado que citamos de seguida, que mais ndo é do que a
propriedade que inicialmente se supds ser verdadeira.

®1d., ibid..
" Note-se que 0s nimeros a; e b, designam os elementos opostos de a'; e b';, respectivamente, sendo, por
isso, constituidos por elementos positivos.
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b

Proposic¢éo 3.11 “[...] quando ?: J

}também a+c=b+d>®

Tal abordagem sera justificavel apenas segundo a seguinte perspectiva: por forma a
construir o conceito de igualdade entre dois numeros foi assumido que numa soma pode-
mos substituir o igual pelo igual sem alterar o valor da soma; mas apos termos formulado
a definicdo de tal relacdo de igualdade, devemos verificar se essa definicdo cumpre ainda
aquilo que achamos essencial, a saber, que é valida a propriedade “igual adicionado a i-
gual da igual”.

Apesar de tal ndo ser notado na redacgdo de Hurwitz, as propriedades reflexiva, si-
métrica e transitiva desta relacdo de igualdade sdo ainda validas, sendo imediatas as suas
provas. Atendendo a que as grandezas numéricas sdo agora compostas também por nime-
ros negativos, podemos interpretar 0s nimeros reais como sendo 0s representantes das
classes de equivaléncia para esta relacdo. Isto sucedera quando consideramos tal relacdo
definida no conjunto de todas as grandezas numéricas cujos elementos séo a unidade e as
suas partes exatas bem como os elementos opostos de todos estes elementos, grandezas
estas que devem possuir um valor finito.

3.3.6 VValor absoluto dum ndmero

Somente agora, com a introdu¢do do conceito de valor absoluto dum namero, que
serdo introduzidas nesta teoria dos nimeros irracionais as designacdes de nimero positivo
e numero negativo, bem como uma notacdo para o elemento zero, o que ira facilitar a lin-
guagem usada daqui em diante.

Definicdo 3.14 “Se se entender por valor absoluto dum nimero o numero que surge do
dado quando eu refiro todos os seus elementos a uma unidade, entéo pode:

1) o valor absoluto dos membros positivos dum nimero ser > do que o valor absoluto dos
nimeros negativos; entdo o nimero diz-se positivo.

2) acontecer o contrario de 1); entdo o numero diz-se negativo.

3) os dois valores absolutos podem ser iguais um ao outro.”™*

Desta definicdo é claro que para Weierstrass o contrario de > é <. Isto porgue, se
assim nao fosse, ndo haveria a necessidade de se incluir um terceiro caso.

As expressdes anular, destruir ou ainda suprimir, utilizadas na abordagem do con-
ceito de elemento oposto®” indicam que Weierstrass considerava ja a existéncia do niime-

%1d., ibid., p. 29.
8 1d., ibid..
%2 1d., ibid., p. 27.
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ro zero. No entanto, sera apenas com a proxima observacdo que é introduzida uma nota-
¢do para tal nimero: “As grandezas numéricas com as quais 3) acontece podem ser adici-
onadas a um numero arbitrario sem que o nimero aumente pela sua juncéo. Denota-se por
0. Portanto, 0 + a=a é = a.”®

O oposto de a (isto é, o seu simétrico) denota-se por —a.**

Os resultados reunidos na proposi¢do seguinte permitem observar alguns pontos
importantes acerca da operacéo de subtragdo.®

Proposicao 3.12

a) Se a = a, — a, for um nimero positivo, pode transformar-se a num nimero cuja parte
negativa tenha um valor absoluto que pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira.

b) Seja a uma grandeza composta de elementos positivos e elementos negativos. Se a ti-
ver um valor positivo, entdo existe sempre um namero que lhe é igual e que apenas con-
tém elementos positivos. Caso a tenha um valor negativo, existe um nimero igual a a que
apenas contém elementos negativos.®®

Demonstracao:
a) Seja entdo a = a, — a, com a, = a,. Se n for um ndmero inteiro positivo arbitrario,

~ Jor] 1 1 1 ’ . s . . .
entdo na seérie —,2--,3-—,.., € certo existir um primeiro membro, digamos o
, . , . . 1
(1 + 1) ésimo, que é maior ou igual a a,, donde -~ < a,.
. . 1 1 .
Considerando a, = a3 + a,, se fizermos a; = p-~, vem que a, = —. Assim a escre-

ve-se na forma a = (a, — a;) — a,. Pode sempre transformar-se a, — a; hum ndmero com
elementos positivos, pois a, pode ser transformado de modo a que a; Seja sua parte inte-
grante®’. E o nlmero a., valor absoluto dos elementos negativos de a, é tdo pequeno
quanto se queira, conforme pretendido.

b) Caso a seja um numero positivo, isto €, a =b — ¢, com b > c, refere-se que o fato de a
poder ser transformado numa grandeza com elementos positivos decorre da demonstracao
da existéncia da diferenca b — ¢, quando b > c¢. Vejamos a justificacdo para tal.

%1d., ibid., p. 29, 30.

1d., ibid., p. 30.

%d., ibid., p. 30, 31.

8Caso a tenha um valor positivo esta proposicdo afirma que é possivel obter uma grandeza que lhe é
igual, mas que é composta apenas de elementos positivos. Essa grandeza diz-se ndo diretamente declara-
vel a a. Depreendemos que esta terminologia se refere ao facto de, sem efetuarmos as trans-formagdes
definidas na secgdo 3.3.4 Reformulacéo de transformacGes sobre nimeros, as duas grandezas ndo serem
compostas por elementos iguais. O mesmo se aplica ao caso em que a grandeza a possua um valor negati-
vo: Id., ibid..

8 Weierstrass refere-se a esta transformacéo como sendo e, parte integrante direta de a,. Tal como j4 foi
referido anteriormente, este conceito parece ndo significar nada mais do que uma mera parte integrante:
Id., ibid., p. 31.
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Da proposicéo 3.7 ficou provado que, caso fosse b > c, a diferenca b — ¢ era defini-
da como sendo a soma a +a' + a'’ + -+ ad inf.. Uma vez que, pela argumentacdo utiliza-
da, estes elementos séo todos positivos, a grandeza a = b — ¢ pode, como pretendido, ser
escrita como uma soma de elementos positivos.

Relativamente ao caso de a ser um numero negativo, ndo € apresentado qualquer
argumento que justifique o fato de a poder ser escrito como soma de elementos negativos.
No entanto, note-se que basta considerar a como sendo o elemento oposto do nimero po-
sitivo ¢ — b, isto é, a = — (c — b) = b — c. Desta forma, existem igualmente certos elemen-
tos positivos £, 8, ", ... tais que

b—c=—(B+pB +B"+ adinf.)

e, portanto,a =b —c=—f — ' — " —--ad inf.

3.3.7 Reformulagédo de soma por partes

O novo critério da soma por partes difere do estabelecido na sec¢do 3.2.3.2 Somas
por partes apenas pelo fato de considerar as grandezas numéricas também constituidas
por elementos negativos.

Proposicdo 3.13 “Se a soma das grandezas numéricas a,,a,,as, ... (Que tém elementos
+ e —) for finita, e se decompuser esta soma em grupos e depois se formar para cada grupo
a soma dos numeros a; nele contidos, entdo se se voltarem a unir por adi¢do as somas ob-
tidas o resultado é igual & soma de todos os a,”®

A prova desta proposi¢do decorre de imediato do fato de cada elemento « ocorrer
na soma dos a; tantas vezes quantas na soma das somas dos grupos. Notemos, no entanto,
que ainda ndo sabemos quando uma soma de infinitas grandezas numéricas compostas de
elementos positivos e negativos tem um valor finito. Tal condicdo sera estipulada apenas
na sec¢do seguinte, aquando da reformulacdo do critério de somabilidade. Por esta razdo
poderiamos apontar existir alguma incoeréncia na apresentacao destes critérios. No entan-
to, esta ordem justifica-se pelo fato de a prova do novo critério de somabilidade necessitar
da aplicacdo de uma soma por partes.

Para completar o critério da soma por partes, estendido agora a grandezas nu-
méricas contendo elementos negativos, deveria seguir-se 0 reciproco da proposicdo ante-
rior. Este afirmaria que se uma série by, b,, b, ... tivesse valor finito e se fosse possivel
escrever cada b; como uma soma de infinitos termos de uma série a,,a,,a,, ..., isto é, se
b =a;+a'; +a"; +-, ter-se-ia X2, b, = 71, a;. A sua prova seria semelhante a prova
anterior, atendendo a que todo o elemento de X b; ocorre ai um nimero finito de vezes, e
este € igual ao numero de ocorréncias na soma X a;. No entanto, devido a notagéo utiliza-

%1d., ibid..
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da, o enunciado que encontramos na redacdo de Hurwitz contém uma trivialidade. A pro-
posicao que se segue refere-se, entdo, ao resultado contido na redagédo de Hurwitz.

Proposicéo 3.14 Se b, + b, + by + -+ for finito e b; for igual a uma soma de outros nume-
ros b; = aj +a} +aj +--=Xa;, —Xf;, onde X a; representa a soma de todos os elemen-
tos positivos que ocorrem em aj + ai + a3 +-- e X B; o valor absoluto da soma dos ele-

mentos negativos, entdo
Zbi =Z[a;+a§+ag+-" )B

i i
Da prova da igualdade Z;b; = Z;(aj + a5 + a5 + --- ) apenas poderemos afirmar
que Z b; é igual a soma de todas as somas a} + a} +a$ + -+, e ndo, como mais geralmente
se pretendia, igual a soma dos termos da série a,, a,, as, ... .
A notacdo utilizada para enunciar esta proposi¢cdo ira tornar incorreta a sua de-
monstracdo. Na transcricdo que se segue, contém o critério da soma por partes respeitante
a grandezas com-postas apenas de elementos positivos, isto €, as proposicdes 3.5 e 3.6.

Demonstracéo:

“[...] entdo é Z,(b, + £ ;) = Z.(a} + a} +ai + -~ ), porque é b, + £ 5; = Z a; e portanto,
pela pag. 22,

L+ XB)=LZa,oul;b, =% (Xa,—Xp)= Ez‘[ﬂ'il + aiz + - ]-”89

Deve notar-se que a igualdade

(3.3) Z(b" +Zﬁ") :Z‘Zai

i

é uma consequéncia de b; + X f; = X a;, ndo por aplicacdo das proposicBes 3.5 e 3.6, tal
como ¢ afirmado na citacdo anterior, mas pela proposicdo 3.11. Apenas se aplicariam tais
proposicOes 3.5 e 3.6 se, em vez da série X; X a; fosse considerada a série formada por
todos os elementos positivos da série ay,a,, as, .., que poderiamos denotar por X7, a; .
Conforme nos é apresentada esta prova, poderemos apenas afirmar que para concluir (3.3)
se usou a propriedade “igual adicionado a igual da igual”, isto ¢ a proposicao 3.11. Sera
por esta razéo que a igualdade

Y.(b,+XB)=ZX.(al + al +---) é uma trivialidade.
3.3.8 Reformulacgéo do critério de somabilidade

Para deduzir o critério de somabilidade de séries compostas de grandezas humé-
ricas contendo todo o tipo de elementos, consideram-se trés casos: quando a soma destas

#1d., ibid..
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grandezas ¢ formada apenas por elementos positivos; quando tal soma contém apenas
nUmeros negativos; ou, finalmente, quando a soma admita nimeros dos dois tipos™.

Admitamos inicialmente que a série a,, a,, a5, ... 6 composta apenas de termos posi-
tivos, os quais podem, contudo, conter elementos positivos e elementos negativos. Pela
definicdo 3.11 sabemos que a soma X a; é finita se também o forem as somas dos elemen-
tos positivos e dos elementos negativos da serie, considerados separadamente. VVejamos
que a condicdo de X a; ser finita é também uma condicdo suficiente para que sejam finitas
as somas dos seus elementos positivos e dos elementos negativos.

Pela alinea b) da proposicdo 3.12 a soma finita X a; pode transformar-se numa so-
ma e, + a,+--+ e, + .. de grandezas compostas apenas por elementos positivos. Por
outro lado, cada a; tem valor positivo. Portanto, pela alinea a) da mesma proposicédo 3.12,
a; pode transformar-se numa diferenca cuja parte negativa tem um valor absoluto que po-
de ser tomado tdo pequeno quanto se queira. Sendo entdo a; = b; — ¢; , para cada i, pode-
remos, em particular, considerar ¢; < @; . A soma X ¢; € finita, uma vez que X a; também é
finita. Mostremos que também X b; é finita. Para x arbitrario, tem-se:

x x x x
E bv = E (a’v + Cv:] = E Ly, + E Cype
v=1 v=1 1 v=1

v=

Como X a; e X ¢; sdo grandezas finitas, existem nimeros g e h tais que 27 a, < g e
2T c, < h.Logo X" b, < g + h, 0 que significa, por definicdo que Z b; tem valor finito.

Portanto, se existir um nimero g maior do que a soma de quaisquer nimeros esco-
Ihidos entre a,, @, as, .. isto é se esta série for finita, é possivel transformar
a, + a, + a; + .. de tal modo que tanto os membros positivos como 0s membros negati-
VoS, por si, tenham uma soma finita. O mesmo € valido se a série ay, a,, a,, ... for compos-
ta apenas por membros negativos. (Neste caso, bastaria aplicar o raciocinio anterior a sé-
rie de membros positivos a'y,a';, a's, ..., designando a’; o oposto de a;.). E caso a série
contenha membros positivos e negativos misturados, concluimos o mesmo ja que 0s
membros positivos e negativos, tomados por si, tém de dar uma soma finita.

Assim sendo, a condicdo de a soma de uma qualquer série ser finita € uma con-
dicdo necessaria e suficiente para que tanto os membros positivos como 0s membros ne-
gativos dessa série sejam finitos. Serd utilizando o conceito de valor absoluto de um nu-
mero que Weierstrass apresenta de um modo genérico o critério de somabilidade, o qual
enunciamos na proposi¢ao que se segue.

Proposicao 3.15 “Para que uma soma de infinitas grandezas numéricas seja finita, é ne-
cessario e suficiente que exista uma dada grandeza finita g que seja maior do que a soma

%1d., ibid., p. 32.
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formada de tantas das grandezas numéricas quantas se quiser, tomadas as gran-dezas no
seu valor absoluto.”*

3.3.9 Séries condicionalmente convergentes e séries incondicionalmente conver-
gentes

Este novo critério de somabilidade postula quando é que uma série de Weierstrass
define um certo numero. Mas, para que se obtenha um tal numero (real), é necessario
concretizar o valor dessas somas de infinitas parcelas. Esta €, portanto, segundo o mate-
matico, a altura apropriada para distinguir as suas séries das séries que ele proprio designa
de “usuais”®. O essencial desta diferenca é que, enquanto as grandezas numéricas de
Weierstrass podem ser adicionadas por uma qualquer ordem (e a comprova-lo estdo todas
as defini¢des subjacentes ao conceito de série somavel), a soma de uma série dita “usual”
apenas pode ser obtida por uma ordem bem determinada. A saber, adicionando a a, 0
termo seguinte, a,; a esta soma, s,, 0 nimero as; ao numero resultante, =5, 0 nUMero a,, e
assim por diante, obtendo a reduzida s, da série. Ora, obviamente que tal procedimento
pressupde uma ordenacdo dos termos da série, e se, a medida que n cresce, s, convergir
para um determinado nimero a, entdo diz-se que a é a soma da série “usual”.

Para esclarecer que esta independéncia na ordenacdo dos membros de uma série é
verificada nas séries que designa por somaveis, mas nao nas usuais, Weierstrass apresenta
0 exemplo da série de elementos

¥

1
!5!"' .

| =
e | =

3.4) 1=
(34) 1,—3,

Exemplo 3.4: Invocando a definicdo 3.11 de grandeza finita, Weierstrass limita-se a a-
firmar que esta série ndo é somavel, ja que tanto a soma dos seus elementos positivos co-
mo a soma dos elementos negativos sdo grandezas infinitamente grandes. De fato, aten-
dendo a que:

T R IR
2 46 10 12 14 16,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
e AR TR T T S
a soma E:’f:i% dos elementos negativos da série €, por definicdo, infinitamente grande. O

mesmo se conclui relativamente a soma dos elementos positivos, E:’fziﬁ, uma vez que:

*L1d., ibid., p. 33.
%21d., ibid..

Revista Matematica & Ciéncia, v. 2, n. 1, p. 110-162, jun. 2019 - ISSN 2674-9416



e, 154

. A construcao do sistema dos nimeros reais por Weierstrass

1 1 1
57,9 11 13 1
REICEDLN ~ ==

Né&o obstante, segundo a definicdo usual de soma como lm(s,), a Série possui uma soma;
mas esta ndo e independente da ordenacdo dos membros;

1 1 1 1 1
(1-+G-3)+(-5)+

da uma soma diferente da [dada por] (1 +3-3) + ((+3-3) + G+ 23]+ P

Apesar de Weierstrass néo justificar que a série inicial (2.3) é convergente®, pode
provar-se que ela converge para log 2. Tal valor obtém-se por desenvolvimento em série
de Taylor da funcdo log (x + 1), tomando x = 1.

A razdo pela qual as somas

09 (1 + G-+ G-+

1 1 1 1 1 1 1 1
co)(1+3-3)+ G52+ G+ g
tém valores diferentes também ndo € apresentada por Weierstrass. Em todo o caso, veja-
mos uma justicacdo para que tal suceda. Com efeito, a primeira das somas representa o
limite das somas reduzidas de ordem par, =,,, , da série inicial (3.4), que converge para log
2. Portanto, também a soma (3.5) serd igual a log 2. Ja a soma (3.6) pode obter-se atraves
de operacdes aritméticas sobre a série inicial. Como a série inicial (3.4) é convergente,
podemos multiplicar os seus termos por 5 Sendo
1 1 1 1

+ P
2'3 45 6 7

1
=

a sua soma, = pode ser escrita na forma 0 +>+0—>+0 -2+ 0—~ ... Adicionando as

duas séries convergentes anteriores, de somas s e =, obtém-se
1 1 1 1 1 1

CR ) S P
(']2_ 3 2' 57 4 9 11 6

*1d., ibid., p. 34.
% E de notar que Weierstrass ndo utiliza a designacio de série convergente. Tais séries sio para 0 matema-
tico aquelas para as quais a soma =, (usualmente designada por soma parcial) se aproxima dum limite,
para n crescente.
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Como a soma pretendida (V1) € o limite das somas reduzidas =5,, da série cuja soma, ¥
dada por (VII), teremos:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1-2)+G-3)*G-g)+==(+3-2)+G+7-9)+ G5+
conforme pretendido.

As justificacBes que acabamos de apresentar ilustram a possibilidade de ser aplica-
da a associatividade em séries usuais. O que distingue estas séries das de Weiers-trass é o
fato de j& ndo se poder dizer o mesmo acerca da propriedade comutativa. Atualmente, de-
signamos por comutativamente convergente toda a série cuja soma nao se altera se efetu-
armos uma qualquer reordenacéo nos seus termos®. Desta forma, pode-remos identicar as
séries somaveis de Weierstrass com as séries usuais ditas comuta-tivamente convergentes.

Por estas razdes se compreende que Weierstrass refira que a soma

,—=,%, -1 2 . serepresente por

2'3" 4’s
i (_1jv_1
v
v=1

apenas convencionalmente, tendo em rigor de denotar-se por:

i (—1)"—1l |

v=1

lim
n—oo

As diferencas apresentadas justicam entdo que sejam definidas duas terminologias
que distingam estes dois tipos de séries: as incondicionalmente convergentes, como sendo
aquelas definidas por Weierstrass (cumprindo o critério de somabilidade), e as condicio-
nalmente convergentes, dependentes da ordenacdo dos membros. E € exatamente para as
séries incondicionalmente convergentes que Weierstrass arma desenvolver a teoria que se
segue, com a qual completa a construcao do conjunto dos nimeros reais.

3.3.10 Reformulacéo da operacgdo de multiplicacéo

Na seccdo Multiplicacdo de numeros que sdo compostos de elementos arbitrarios,
da redacdo de Hurwitz®, atribui-se um significado aos diferentes produtos possiveis entre
a unidade positiva e a unidade negativa, bem como a multiplicacdo entre partes exatas
desta Ultima unidade. Uma vez que as grandezas numéricas sdo combinagdes lineares (fi-

% Uma série T a, é comutativamente convergente se para toda a bijeccio ¢: ¥ — N, pondo-se b, = g myr @
série L by, é convergente e X a, = X by veja-se (Lima, 1992), p. 118.
% Hurwitz (1878, p. 34)
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nitas ou infinitas) destas unidades e das suas partes exatas, veremos desta forma estendida
a operacdo de multiplicacdo a todo o tipo de grandezas. Desta forma, a defini¢do do pro-
duto de dois numeros constituidos de elementos arbitrarios serd enunciada como sendo
uma simples extensao da definicdo 3.6 relativa a nameros finitos.

Definicdo 3.15 O produto de dois numeros compostos de elementos arbitrarios é dado
pelo agregado de todos os produtos possiveis dos elementos de um pelos elementos do
outro.

Para definir o produto entre a unidade negativa e a unidade positiva, Weierstrass
parte do principio que para nimeros constituidos de elementos negativos € ainda valida a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, (a + b) ¢ = ac + bc. Entéo,
(a +b"Yc+bc=ac+ b'c+bec=(a+ b +b)cou, pelo fato de

a+b'+b=a, ac=ac+b +c +bc.

Mas isto signica que b'c é 0 oposto de bc, ou seja,

(=b)c = —(bc).
Donde, o célculo dos diferentes produtos (—1)(+1),1 - (—1) e (—1)(—1) seja imediato.

A argumentacdo utilizada para obter o produto de partes exatas da unidade negati-
va, envolve apenas o conceito de parte exata desta unidade e o fato de (—1)-1 = —1. Su-

pde-se que deva ainda verificar-se a comutatividade na operacdo multiplicacdo. Entéo, da
igualdade:

1 1 1
( ————— — .. mpa.rcelas) (+—+— +—.. npa.rcelas) =(—-1)-1=-1,
m m m n mn o on

vem que —1=m-n(—=)-, o que significa que (—=) - é a m.n-ésima parte exata da
unidade negativa. Portanto,
( 1) 11
T . Tt N T - T I

De uma forma semelhante, se obtém os produtos

(2 (DD
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Para completar os resultados acerca da multiplicacdo de dois quaisquer nimeros, é
provado que o produto de dois numeros finitos (constituidos quer por quantidades positi-
vas, quer por quantidades negativas) é ainda finito. Esta prova ira suprimir a falha de na
seccdo 3.2.3.3 Reformulacdo da operacdo multiplicacéo tal néo ter sido demonstrado para
numeros finitos compostos apenas por elementos positivos.

Proposicédo 3.16 Dados os numeros finitosa —b =a + b'e c —d = ¢+ d', também o seu
produto tem um valor finito.

Demonstracéo: Por aplicacdo da propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a
adicéo, que se supds ser valida, e da relacdo (—b)c = —(bc) cuja validade se deduziu, tem-
se:
(a+b")(c+d)=ac+ (ad)' + (bec)'+ bd = ac — ad — be + bd,

Sendo composto de membros positivos e negativos, este produto sera, por definicéo, fini-
to se também o for cada uma das parcelas da soma anterior. Ora, isto decorre de imediato
das definigdes dos diferentes produtos entre a unidade positiva e a unidade negativa, e da
hipdtese de a—b e ¢ — d serem finitos.

Estando entdo definida, na sua forma mais geral, a operacdo de multiplicagao,
justificar-se-ia que Weierstrass demonstrasse agora todas as propriedades desta operagao
aritmética. No entanto, limita-se a afirmar que, para este “dominio numérico ampliado”,
esta € ainda uma operacdo univoca, sendo ainda validas todas as propriedades abordadas
ao longo do curso.

3.3.11 Operacédo de divisdo de numeros arbitrarios

Até ao momento, a operacdo de divisdo foi apenas considerada para nimeros usu-
ais e numeros complexos (definicdo 1.9). Dados arbitrarios nimeros usuais a e ¢, para que
0 nimero b = i desta defini¢do fosse dotado de algum sentido, introduziram-se as partes

exatas da unidade. A custa destes elementos formaram-se dois tipos de grandezas numé-
ricas: aquelas constituidas por uma quantidade finita de elementos (0s nimeros usuais
mistos) e aquelas formadas por infinitos elementos. E para todas estas grandezas, bem
como mais recentemente para aquelas que igualmente contivessem elementos negativos,
foi estendida sucessivamente a operacdo de multiplicacdo. Dada a proximidade entre as
operacOes de divisdo e multiplicacdo, podemos pois entender que a operacdo de divisao
tenha sido implicitamente estendida a todo o tipo de grandezas. E, uma vez que na seccao
anterior acabamos por desenvolver toda a teoria acerca da operacdo de multiplicacéo, a
teoria relativa a operacdo de divisdo entre dois quaisquer numeros estara agora facilitada.
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Definicdo 3.16 Sejam a e b dois quaisquer numeros. O namero ¢ que satisfaz a igualdade
c.b = a, é denotado pelo simbolo a : b ou g :

Curiosamente, nesta definicdo®’, ndo é excluido o caso em que b toma o valor 0. E
ndo encontramos na redacdo de Hurwitz uma terminologia do tipo “c é igual ao quociente
entreaeb”.

Para que a operagdo de divisdo fique completamente caracterizada, € necessario
demonstrar que, quaisquer que sejam os nimeros a e b, o numero E existe e assume um

valor finito. Da mesma forma, Weierstrass ndo exclui nesta prova o caso de o nimero b
ser 0.

Proposigcao 3.17 “[...] existe sempre um nimero ¢ que, se a ¢ b forem dois outros nime-
ros dados, satisfaz a igualdade ¢ - b = a.”%®

~ - A . - A - - 1 =

Demonstracao: Repare-se que a existéncia de ¢ depende da existéncia do numero —. E
1 1 1 , 1 . .

que, sendo ~-b =1, tem-se a- - - b = a e, portanto, g = a-—. Se tal numero — existir e for

finito, podemos entdo aplicar a teoria da operacdo de multiplicacdo, e afirmar que a ope-
racdo de divisdo é igualmente uma operagdo univoca, em que E um namero finito.

.. . / . - A . , 1.,
Inicialmente considera-se o caso em que b € positivo. A existéncia do numero ¢

provada para ambos os casos em que b seja composto de uma quantidade finita ou infinita
de elementos. Finalmente, prova-se a existéncia de i quando b é negativo.

e Se b for positivo e composto de finitos elementos, é imediato que, pelas trans-
formacdes definidas na sec¢do 2.1 Comparacao de nimeros usuais mistos, b pode ser

escrito na forma _u-i, onde pu e n sdo multiplos da unidade. Entdo € imediato que
1 1 -4 1 1 1
E=H-E,Jaqueg-b=ﬂ';'p";= 1.

e Se b for composto de infinitos elementos, pode sempre encontrar-se um multiplo da
unidade m de tal modo que m = b,m —1 < b. Como a igualdade m = b conduz ao ca-
S0 ja considerado, supfe-se que m >b, m—1 <b. Assim, b =m — b, sendo b, < 1. A
argumentacéo segue com a prova de que i = mfb‘. Ora, das desigualdades:

1 1 1

m — b, T m m(m—=5b,)

IE;:'1 IE}'1 IE;:'1 i

m(m—b,) Tm o m (m—b,)

’"Id., ibid., p. 36.
%1d., ibid..
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2 2 3
mi(m—>b,) m mi(m—b,)
obtém-se
i b b+
m—b, m m: ' md !
Sendo —— a soma de uma série, para provar que —— = -, torna-se necessario demons-
TH—0, TM—0,

trar que este nmero tem um valor finito, além de que 0 seu produto por b € igual a 1.

Como b, < 1, vale a desigualdade:

a 1 1
bl matl {:mr1+1’

. sy o o f -1 1 Je
donde a soma de uma quantidade arbitraria de membros da série, Z¥-, b," " —, etal que:

™

1,
1 1 1

Surdeytats
m ?clm m

r=1

~ 1 - ;- P
Sendo entdo — maior do que a soma de tantos membros da serie quantos se quiser, %
_ —

tera, pela definicdo 3.4, um valor finito.

1
cacdo, aos numeros b e m — by, da prop}iedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a
adicdo de grandezas compostas de elementos positivos, relacdo esta que abordamos na
seccdo 3.2.3.3 Extensdo da operagdo multiplicacdo. Com efeito,

Resta apenas mostrar que b - = 1 . Esta igualdade decorre de imediato da apli-

1 1 .1
b. = —b (_ b_,.‘ b‘_ ...):
m — b, (m —by) m+ 1m‘+ 1 m3+
1, 1 1, 1
=1+b1.;+b1 .E—l_."_bi.;_bi .E_...zl

Finalmente, se b for um nimero negativo, atendendo ao que ja mostramos e a extensdo da
operacdo de multiplicacdo abordada na seccdo anterior, € imediato que i existe. De fato,

sendo —b positivo, 0 nimero _ib existe e cumpre a igualdade (—b) {_—12?] = 1. Por outro la-
do,

E)en=rioms

Logo = = —+, donde se conclui que o nimero ; é dado por:
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;= -(5)
b \-b/
Podemos afirmar entdo que o numero ¢ = - existe para todos os casos possiveis
das grandezas a e b.

4. Considerac0es acerca da teoria dos numeros irracionais de Weierstrass

A possibilidade de se obterem grandezas comensuraveis cada vez mais proximas
de uma grandeza incomensuravel, sem que contudo a conseguissem atingir, € conhecida
dos matematicos ja desde os Pitagdricos. E é também partilhando desta ideia que Weiers-
trass define os seus nimeros irracionais.

Na vizinhanga de qualquer grandeza numérica irracional h4 contudo uma
quantidade arbitraria de grandezas numeéricas racionais, que se lhe tornam
arbitrariamente proximas. Deste modo, qualquer grandeza numérica irra-
cional arbitraria € um limite de racionais, quer dizer, dos que neste caso
estdo definidos. (THIEME, 1886, p. 60).

Em todo o caso, reconhece que, partindo da existéncia de grandezas racionais, ndo tem
sentido definir os irracionais como limites dessas grandezas, porque comegamos por néo
poder saber se ainda havera outras além das racionais. A forma como construiu a sua teo-
ria dos numeros irracionais permitiu-lhe evitar este erro que alguns matematicos, nomea-
damente Cauchy, haviam cometido na obtencdo de um numero irracional (CAUCHY, 1821,
p. 19). Os seus nameros, que designa por grandezas numéricas, sdo definidos como con-
juntos de certos elementos. Desta forma, para sabermos o “valor” que uma certa grandeza
representa, teremos de adicionar os elementos que a compdem. E € exata-mente esta ideia
de que um namero é um conjunto de elementos, e ndo a soma dos seus elementos consti-
tuintes que vai permitir a Weierstrass escapar da suposicdo da existéncia a priori dos nu-
meros irracionais. Aquelas grandezas de Weierstrass compostas de uma infinidade de e-
lementos que possuem um valor finito mas que, contudo, ndo s&o iguais a nenhum nime-
ro usual misto (ou seja, nimero racional), identificam-se com os nameros irracionais. Por-
tanto, um irracional €, segundo a teoria de Weierstrass, uma série de determinados termos,
mas ndo a soma dessa série®®. Assim, tal como é observado por Boyer'®, o irracional 2
nao sera definido como o limite da sucessdao de ndmeros racionais 1; 1, 4; 1, 41; 1, 412;
..., até porque o conceito de sucessdo ndo estd presente na teoria de Weierstrass; /2 sera
antes o préprio agregado de varios elementos, a saber, a unidade positiva 1, 4 partes exa-

% Séries estas que, tendo em conta a sua formacdo, diferem das séries usuais por ndo pressuporem uma
ordenacéo dos seus termos.
1% (Boyer, 1949), p. 286.
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tas % 1 parte exata 1;_9 2 partes exatas ﬁ e assim por diante, considerados por uma
qualquer ordem, agregado este sujeito a condicao de que toda a soma de um numero finito
destes elementos seja inferior a um certo nimero racional.

Estendendo a todos os tipos de grandezas numéricas as operacGes aritméticas,
Weierstrass construiu um dominio numérico que identificamos com o conjunto dos nime-
ros reais. E porque podemos interpretar, tal como ja fizemos, a relacdo de igualdade entre
quaisquer grandezas numéricas como sendo uma relacdo de equivaléncia, o conjunto dos
numeros reais sera 0 conjunto dos representantes das classes de equivaléncia para esta
relacdo. Isto sucederd quando consideramos tal relacdo definida no conjunto de todas as
grandezas numéricas que possuam um valor finito.

O dominio das grandezas numéricas de Weierstrass compreende, portanto, tanto as
grandezas racionais, como também as irracionais. Razado pela qual Weierstrass afirma que
pode agora considerar as grandezas numéricas irracionais como limites de grandezas raci-
onais variaveis.

[...] de um ndmero formado por uma quantidade infinita de elementos,
podemos sempre destacar tantos elementos, que o resto seja menor do que
uma grandeza arbitrariamente pequena #; portanto ha uma quantidade in-
finita de nimeros racionais que se aproximam do irracional consi-derado,
tanto quanto se quiser. (BOYER, 1949, p. 286)
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