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Resumo

Este artigo traz uma sugestdo para o ensino/aprendizagem de topicos especificos, referentes a
Teoria dos Grupos nos cursos de Licenciatura em Matematica. A problematica consiste, inicial-
mente, no fato de que o tdépico Grupos € considerado um assunto central a ser estudado nos cursos
de licenciatura em Matematica em quase todas as universidades. As razdes para essa centralidade
podem variar consideravelmente, mas o consenso é que tempo e esforco devem ser dedicados ao
seu ensino e aprendizado. Por outro lado, os estudantes tém sérias dificuldades cognitivas e afeti-
vas com algebra abstrata, ou seja, eles tém dificuldades em se tornar competentes e, mesmo entre
0s que obtém sucesso, muitos ndo conseguem ver o objetivo em estudar tal assunto. Este artigo é
uma tentativa de abordar uma pequena parte dessa problematica do ensino e aprendizagem da
Algebra Abstrata, com base na experiéncia acumulada por anos de pesquisa e desenvolvimento na
apresentacdo do assunto teoria de grupos para os alunos de Licenciatura em Matematica da Uni-
versidade do Estado do Pard (UEPA). Espera-se que a abordagem apresentada possa servir como
uma base para novas propostas e sugestdes adicionais que possam aperfeicoar o que aqui Se suge-
re. Ao considerar as rotacGes e translacbes de movimentos rigidos nos poligonos regulares, em
particular no tridngulo equilatero e no quadrado, para deduzir os conceitos iniciais de grupos, este
artigo pretende ser um recurso (Gtil e animado para professores da disciplina Algebra Abstrata e
aos licenciandos.

Palavras-chave: Algebra. Grupos. Licenciatura. Ensino e aprendizagem de &lgebra. Abstrato e con-
creto.

Abstract

This article provides a suggestion for the teaching/learning of specific topics, referring to Group
Theory in mathematics degree courses. The problem consists, initially, in the fact that the topic
Groups is considered a central subject to be studied in undergraduate courses in Mathematics in
almost all universities. The reasons for this centrality may vary considerably, but the consensus is
that time and effort should be devoted to their teaching and learning. On the other hand, students
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have serious cognitive and affective difficulties with abstract algebra, that is, they have difficulties
in becoming competent and, even among those who succeed, many cannot see the goal in
studying such a subject. This article is an attempt to embroider a small part of this problem of
teaching and learning of Abstract Algebra, based on the experience accumulated by years of
research and development in the presentation of the subject theory of groups for students of
Degree in Mathematics of the Universidade do Estado do Para (UEPA). The approach presented
is expected to serve as a basis for further proposals and suggestions that can improve what is
sucked here. When considering the rotations and translations of rigid movements in regular
polygons, in the equilateral triangle and in the square, to deduce the initial concepts of groups, this
article aims to be a useful and animated resource for teachers of the discipline Abstract Algebra
and the licensors.

Key words: Algebra. Groups. Degree. Teaching and learning algebra. Abstract and concrete.

Introducao

A palavra algebra tornou-se generalizada em meados do século
XVI e deriva do arabe “Al Jabr” (ou Al Jebr), como foi usado pelo
matematico Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi no titulo de seu
famoso tratado sobre equacoes “Kitab al-dJabr w'al-Muqgabala” (‘Regras
de Reintegracao e reducao’ ou ‘Restauracao e Equilibrio’)!. Assim, a
etimologia da palavra evoca as principais regras para resolver equa-
coes.

A palavra algebra, hoje, indica diversas areas dentro da Mate-
matica, como a algebra da escola (“elementar”), Algebra Linear e
Algebra Abstrata.

Ao pesquisarmos as mais diferentes definicoes para a palavra
algebra, elas sugerem uma série de objetivos que, devido ao nosso
tema principal, nao serao discutidos neste artigo:

— Expressar generalizacoes;

— Estabelecer relacoes;

— Resolver problemas;

— Explorar propriedades;

— Provar teoremas;

— Calcular.

! Online Etymology Dictionary, 2001-2015
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Com respeito a algebra abstrata, o que é que realmente fazemos?
Quais sao as acoes fisicas e mentais em que nos envolvemos quando
estudamos algebra abstrata? A seguir, descrevemos o que conside-
ramos serem as principais acoes envolvidas:

Perceber, descrever, definir e representar regularidades e
padroes pode ser feito por meio de palavras, simbolos, tabelas
ou graficos. Hershkowitz, Arcavi e Bruckheimer (2001) ilus-
tram varias estratégias baseadas em perceber, descrever e
representar padroes que apoiam a resolucao desta tarefa.
Lidar com expressoes simbolicas de acordo com as regras
algébricas, com um determinado propédsito (por exemplo,
substituir numeros por variaveis, simplificar, resolver), € uma
acao mais comum na algebra, especialmente no contexto de
abstrair para uma situacao particular para uma generali-
zacao.

A traducao da simbologia e a leitura consistem na inspecao de
expressoes em linguagem algébrica para extrair informacoes
delas.

Conectar representacdoes consiste em usar varias represen-
tacoes para implantar ideias e conceitos, para opera-las,
discernir nuances e gerar novos conhecimentos sobre conteu-
do matematico (diSESSA, HAMMER e SHERIN, 1991). Tradu-
zir dentro e entre representacoes também pode influenciar
tanto a compreensao de um conceito quanto a geracao de uma
solucao para um problema.

Criar, apresentar situacoes ou expressoes para um proposito
desejado € comum nos estagios iniciais da modelagem: é
preciso decidir sobre uma variavel a ser escolhida (ARCAVI,
1994) e, em seguida, criar expressoes, equacoes ou desigual-
dades apropriadas para estabelecer relacoes que serao ins-
trumentais na resolucao do problema modelado.

O que foi exposto se aplica naturalmente ao estudo de simetria. A
simetria tornou-se importante e fundamental em diversas areas do
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co-nhecimento como Arquitetura, Artes, Biologia, Fisica, Quimica,
Mate-matica, Literatura, entre outras.

No século XIX, Evariste Galois formalizou o conceito de Simetria
baseado na ideia de grupos de transformacodes. A ideia de grupo é
usada para se obter uma estrutura no conjunto das transformacoes
isomeétricas de um objeto em si mesmo.

O estudo, na Algebra Abstrata, de rotacdes e translacdes em po-
ligonos regulares € conhecido como Grupos Diedrais. Em Matematica,
a Teoria dos Grupos € um ramo do que € conhecido como Estruturas
Algébricas.

Quando buscamos a solucdao de uma equacao algébrica de grau
maior ou igual a 5, a solucao nem sempre se encontra por meio dos
radicais, conforme Vieira (2015),

[...] equacoes algébricas de grau até quatro sao soluveis por
radicais. Entretanto, isso nao € valido em geral para uma
equacao algébrica de grau n>5. Prova-se, usando o conceito
de grupo (como também o conceito de extensao de corpo) que,
em geral uma equacao algébrica de quinto grau nao € soluvel
por radicais, ou seja, nao ha formulas para determinar as

raizes de uma equacao arbitraria de grau n>5. (VIEIRA, 2015,
p. 145).

Assim sendo, Galois procurou descrever as simetrias das equa-
coes satisfeitas pelas solucoes de uma equacao polinomial. De acordo
com Vieira (2015), Galois associou um grupo a cada polinémio e usou
propriedades desse grupo para dar condicoes para que a equacao
algébrica associada ao polinéomio seja soluvel por radicais.

De acordo com Stewart (2012), uma simetria de um objeto ma-
tematico € uma transformacao que preserva a estrutura do objeto.
Deste modo, a simetria de uma figura geométrica € um rearranjo da
figura preservando a disposicao de seus lados e vértices, bem como
suas distancias e angulos.

Um mapa do plano para preservar a simetria de um objeto é
chamado de movimento rigido. A partir das observacoes em cada rear-
ranjo, busca-se conhecer as relacoes entre o abstrato e o concreto na
teoria dos grupos. Mas, para que se entenda o comportamento das fi-
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guras e suas simetrias, € preciso um conhecimento matematico com
uma énfase muito grande na abstracao, que € o conceito de grupos.

Através do conceito de grupo, foi possivel perceber que a simetria
€ um importante conceito matematico e, por meio da mesma, era pos-
sivel fazer calculos, conforme Stewart (2012),

A simetria ndo era mais uma vaga impressao de regulari-
dade ou uma sensacao artistica de elegancia e beleza.
Era um nitido conceito matematico com uma rigorosa de-
finicao logica. Era possivel fazer calculos com simetrias e
demonstrar teoremas sobre ela. Nascia uma nova area: a
teoria dos grupos [...]. (STEWART, 2012, p.151).

Domingues e lezzi (2003) afirmam que a ideia de Grupo € um ins-
trumento da mais alta importancia para a organizacao e o estudo de
muitas partes da matematica. E por fazer parte da abstracao permite
fazer generalizacoes que possibilitam outros caminhos levando-os a
uma construcao de ideias e conceitos mais coerentes. Ainda mais, na
Algebra Abstrata, que tem como objetivo a descoberta de verdades so-
bre sistemas algébricos, dos quais sao formados por um conjunto com
uma ou mais operacoes binarias independentes da especificidade das
operacoes, tém propriedades e sao nelas que as simetrias sao explora-
das a fim de deduzir as consequéncias de seus rearranjos.

No estudo sobre Teoria dos grupos, em especial, o grupo de sime-
trias € observado que, para todo poligono regular de n lados quaisquer,
representado por Dn, existem relacoes/combinacoes que permitem ser
visualizadas a partir do concreto. O que facilita o ensino-aprendi-
zagem, pois o aluno pode manipular, manualmente e visualmente, ca-
da relacao e combinacao e sua identificacao as simetrias, numa figura,
€ da maior relevancia na investigacao das propriedades dela e na reso-
lucdo de problemas geométricos que lhe dizem respeito (ARAUJO,
2017).

Neste artigo, nosso interesse € salientar a importancia da forma-
lizacao do conceito de grupo utilizando a simetria dos grupos diedrais.
E o que sera exposto a seguir.
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1. Simetrias do Triangulo Equilatero e do Quadrado

1.1 Triangulo Equilatero

Por definicao, temos um triangulo equilatero quando este possuir
todos os lados de mesma medida. Consequentemente, € equiangular,
isto €, possui todos os angulos internos congruentes e medem 60°.

Figura 1 - Triangulo equilatero
Fonte: Autores (2019)

Suponhamos que removemos uma regiao triangular de um plano
— moveé-la, de alguma forma — entao, colocamos o triangulo de volta pa-
ra o espaco que ocupou originalmente. Nosso objetivo, agora, é descre-
ver todas as maneiras possiveis em que isso pode ser feito. Mais espe-
cificamente, queremos descrever as possiveis relacoes entre a posicao
de partida do triangulo e sua posicao final em termos de movimentos
através dos seus trés eixos de simetrias. No entanto, estamos interes-
sados no efeito final de um movimento e nao no proprio movimento.
Assim, por exemplo, a partir de uma figura inicial, consideremos uma
rotacao de 120° e uma rotacao de 480°, elas representam o mesmo
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movimento, uma vez que tém o mesmo efeito final em cada ponto. Com
esta convencao simplificadora, podemos alcangar nosso objetivo.

Assim, seja um triangulo equilatero ABC, onde m, n e p sdo as
mediatrizes relativas aos lados BC, AC e AB. Logo, os movimentos de
translacao, em torno de cada eixo de simetria axial, denotamos por:
om, cnecp serao representados a seguir.

Gm:.alﬂc]m:[gﬂc] :ABE}
C B A cl®P lc B 4

an

op

Figura 2 - Translacoes cm, cne op
Fonte: Autores (2019)

Ao rotacionarmos o triangulo equilatero, sob os angulos de 0°,
120° e 240°, em torno de D (centro do triangulo equilatero), no sentido
anti-horario teremos:

Matematica & Ciéncia, v. 2, n. 2, p. 56-85, dez. 2019 - ISSN 2674-9416



b 63

Grupos diedrais: uma proposta concreta para uma apresentacdo inicial
da Algebra Abstrata para licenciandos em Matematica

A B C A B C A B C
1=[) 5 o R = | Rase = ]
B cl B =l 4 gl Be" =g ¢ 4

C -
Figura 3 - Rotacoes 0°, 120° e 240°
Fonte: Autores (2019)

Observe as figuras 2 e 3, afirmamos, agora, que qualquer movi-
mento — nao importa o quao complicado seja — € equivalente a um des-
ses seis. Para verificar essa afirmacao, observe que a posicao final do
triangulo € completamente determinada pela localizacao e orientacao
(isto €, virada para cima ou virada para baixo) de qualquer canto em
particular. Mas, claramente, ha somente trés posicoes e trés orienta-
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coes para um determinado canto, assim ha exatamente seis posicoes
finais distintas para o canto.

Para encontrar uma simetria do AABC, devemos primeiro exami-
nar as permutacoes dos vértices A, B e C e, em seguida, perguntar se
uma permutacao se estende a uma simetria do triangulo. Lembre-se
de que a permutacdo de um conjunto § € um para um e no mapa z. S
— S. Os trés vértices tém 3! = 6 permutacoes; entao, o triangulo tem,
no maximo, seis simetrias. Para verificar se existem seis permutacoes,
observe que existem trés possibilidades diferentes para o primeiro veér-
tice e duas para o segundo, e o vértice restante € determinado pela co-
locacao dos dois primeiros. Portanto, temos 3.2.1= 3! = 6 arranjos dife-
rentes. Para denotar a permutacao dos vértices de um triangulo equi-
latero que envia A para B, B para Ce C para A, escrevemos a matriz

Observe que essa permutacao especifica corresponde ao movi-
mento rigido de rotacao Rizo no sentido anti-horario. De fato, toda
permutacao da origem a uma simetria do triangulo. Uma pergunta na-
tural a se fazer €: o que acontece se um movimento do triangulo AABC
€ seguido por outro? Qual simetria é Ri2oon? Isto €, o que acontece
quando fazemos a permutacao Ri2o e depois a permutacao on? Lem-
bre-se de que estamos compondo funcoes neste caso. Embora, geral-
mente, facamos a multiplicacdo da esquerda para a direita, compomos
funcoes da direita para a esquerda.

Vamos observar, através da tabela de operacao, as composicoes
dessas transformacoes no plano:
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Tabela 1 - Tabela de Composicao do triangulo

° I Rizee  Ragp- om an ap

I I Risp- Raogype gm omn op
Rizoe | Rizoe  Raso- I op am an

Risp- | Rasps I Ryzpe on op om

gm gm oM op I Risp- Raogyps

ar aT ap om  Raupe I Ryape
op op gm on Rizee  Raso- I

Fonte: Autores (2019)

O grupo D ={ I, Ry5p ,Rysp-,0m,on,ap} é o grupo de simetrias do
triangulo equilatero.

De maneira semelhante, vamos analisar as simetrias do quadra-
do.

1.2 Quadrado

Por definicao temos que, um quadrado (figura 4) € um retangulo
que possui todos os lados de mesma medida.
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Figura 4 - Quadrado
Fonte: Autores (2019)

Assim, seja um quadrado ABCD, onde f e e sao as mediatrizes
dos lados AD e DC, respectivamente, g € h sdao as diagonais do qua-
drado e consideramos uma rotacao de 90° e uma rotacao de 450° i-
guais, uma vez que tém o mesmo efeito liquido em cada ponto.

Observe as figuras 5 e 6, afirmamos, agora, que qualquer movi-
mento — nao importa o quao complicado seja — € equivalente a um des-
ses oitos. Para verificar essa afirmacao, observe que a posicao final do
quadrado € completamente determinada pela localizacao e orientacao
(isto €, virada para cima ou virada para baixo) de qualquer canto em
particular. Mas, obviamente, ha somente quatro posicoes e duas orien-
tacoes para um determinado canto, assim, ha exatamente oito posi-
coes finais distintas para o canto - temos que, os movimentos de
translacao em torno dos eixos de simetria axial serdo representados a
seguir:

r:[ABCD] r_[ngCD]
= B A D C f C B A
r:[ABCD]r_[jBCD]
g Ilc B a4 pl '*F D ¢ B
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C 0
r.

—_—
8 B A
o I A B
5 r' ;
A D C
i

D

-

Figura 5 - Translacoes do quadrado
Fonte: Autores (2019)

r; = Virar em torno de um eixo horizontal
r, = Virar em torno de um eixo vertical
r, = Virar em torno de uma diagonal

r, = Virar em torno de outra diagonal

Além disso, se rotacionarmos o quadrado sob os angulos de 0°,
90°, 180° e 270°, em torno de E (centro do quadrado), no sentindo an-

ti-horario, teremos:
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Figura 6 - Rotacoes no quadrado
Fonte: Autores (2019)

Vamos investigar algumas consequéncias do fato de que cada
movimento € igual a um dos oito listrados nas figuras anteriores. Su-
ponhamos que um quadrado € reposicionado por uma rotacao de 90°,
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seguida por uma virada em torno do eixo horizontal de simetria, con-
forme a figura 7.

. A B
Rops .
S f
ﬁ
A D s

Figura 7 - Rotacao de 90° com uma translacao na horizontal
Fonte: Autores (2019)

Assim, vemos que este par de movimentos tomados em conjunto
€ igual a um unico movimento ry. Esta observacdo sugere que €
possivel compor dois movimentos para obter um Unico movimento E,
na verdade, podemos fazé-los, uma vez que os oito movimentos podem
ser vistos como funcoes da regiao quadrada para si mesma e, como tal,
podemos combina-los usando a composicao da funcao.

Os oito movimentos Ro, Roo, Riso, Rz70, te, 1f, Tg € I'n, juntamente
com a operacao de composicao, formam um sistema matematico
denominado grupo diedral de ordem 8 (a ordem de um grupo € o
numero de elementos que ele contém).

Para facilitar os calculos, construimos uma tabela de operag¢do
para D4, a seguir (Tabela 2). A entrada circundada representa o fato de
que 1y = Roorr. (Em geral ab, denota a entrada na intersecao da coluna
a, a esquerda, e a linha b, na parte superior).
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Tabela 2 - Tabela de Cayley do quadrado

° I Roo-  Rigp= Rppee  To Tr Ta T
I I Rop-  Rigy Ryror T s Ta Tn
Rgp- | Rgg=  Rygp=  Rypp- I Th g Ts Ty
Ryge= | Rigo=  Ragee I Rgq- Ty Ts Th s
Ry7e | Razoe I Rs=  Rygpe g T Ty Ts
Te Te Ta s T I Rige= Rog=  Raro-
Ty Ty T Ts Tz Rygge I Ryzge  Roge
s s Ty Th Ta Ryzge  Rggpe I Rygq-
Tn Tn Te Ta s Ro-  Raros  Rygye I

Fonte: Autores (2019)

Observe quao ordenada esta tabela parece! Isso nao € um
acidente. Talvez, a caracteristica mais importante desta tabela seja que
ela foi completamente preenchida sem introduzir novos movimentos.
Natural-mente, isto &€, porque, como ja assinalamos, qualquer sequén-
cia de movimentos acaba por ser a mesma de um destes oito.
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2. Grupos Diedrais

As analises realizadas anteriormente, para um triangulo equilate-
ro e para o quadrado, também podem ser feitas para um pentagono
regular ou, de fato, qualquer n-gon regular (n = 3). O grupo correspon-
dente € indicado por Dn e € chamado de Grupo Diedral. O conjunto Dn
das simetrias de um poligono regular de n lados € um grupo com a o-
peracao composicao de aplicacoes. O grupo (Dn, °) de ordem 2n e,
constituido de n rotacoes e n translacoes.

Os grupos diedrais surgem, frequentemente, na arte e na natu-
reza. Muitos dos desenhos decorativos, usados em revestimentos de
pisos, ceramica e edificios tém um dos grupos diedrais como um grupo
de sime-tria.

De acordo com Cancado (2016), o Grupo Diedral ou Grupo de Si-
metrias pode ser entendido como Grupo de Permutacoes. Isto porque,
existe uma bijecao fde Dn em Dn e, os movimentos de rotacao e refle-
xao de Dn sao representados por permutacoes.

Algebricamente, isto diz que se A e B estao em D3, entao:

ARo= RoA = A. Assim, a combinacao de qualquer elemento A de cada
lado com Ry origina A, de volta. Um elemento Ro com essa propriedade
€ chamada de uma identidade, e cada grupo deve ter uma. Além disso,
vamos que para cada elemento A em D3, ha exatamente um elemento
B em D3 tal que AB = BA = Ro. Neste caso, B € dito ser o inverso de A e
vice-versa. Por exemplo, no tridangulo equilatero, Ri20 € R240 sao inver-
sos um do outro, e on € o seu inverso. O termo inverso é descritivo,
pois se A e B sao inversos um do outro, entao B “desfaz” enquanto A
“refaz”, no sentindo de que A e B tomados juntos em qualquer ordem
produzem Ry indicando nenhuma alteracao. Outra caracteristica mar-
cante da tabela € que cada elemento de D3 e D; aparece exatamente
uma vez em cada linha e coluna. Essa propriedade € algo que todos os
grupos devem ter, e, na verdade, € bastante util manter esse fato em
mente quando se constréi a tabela pela primeira.

Outra propriedade em Dsmerece um comentario especial. Obser-
ve que onom # omon, mas Rji20R240 = RoaoRi20. Assim, num grupo, ab
pode ou nao ser o mesmo que ba. Se acontecer de ab = ba, para todas
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as escolhas dos elementos a e b do grupo, dizemos que o grupo € co-
mutativo ou abeliano. Caso contrario, dizemos que o grupo € ndo abeli-
ano.

Até agora, temos ilustrado, através de D3, trés das quatro con-
dicoes que definem um grupo nomeadamente, fechamento, existéncia
de uma identidade e existéncia de inversos. A condicao restante
requerida para um grupo € a associatividade; isto €, (ab) c = a (bc) para
todos a, b, ¢ no conjunto. Para ter certeza de que D3 € realmente um
grupo, devemos verificar esta equacao para cada um dos 63 = 216
possiveis escolhas de a, b e ¢ em D3 Na pratica, no entanto, isso
raramente € feito! Aqui, por exemplo, observamos simplesmente que os
seis movimentos sao funcoes e a operacao € composicao de funcao.
Entao, como a composicao da funcao € associativa, nao precisamos
verificar as equacoes.

3. Definicao de Grupo

De acordo com Vieira (2015), um grupo € uma estrutura algébri-
ca relativamente simples, pois € uma estrutura dotada de apenas uma
operacao binaria. Os numeros inteiros, modulo n, e as simetrias de um
triangulo ou quadrado sao exemplos de grupos. Uma operacao binaria
ou lei de composicao em um conjunto G € uma funcao G x G - G que
atribui a cada par (a,b) € G x G um elemento Uinico a ° b, ou ab em G,
chamado composicao de a e b. Um grupo (G, °) € um conjunto G, jun-
tamente com uma lei da composicao (a,b) - a° b, que satisfaz os se-
guintes axiomas:

e A lei da composicao € associativa. Isso €,
(a°b)ec=ac°(bec)
Coma, bc€ G

e Existe um elemento e € G, chamado elemento de identida-
de, como que para qualquer elemento a € G.
ea=a°e=a
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e Para cada elemento a € G, existe um elemento inverso em
G, denotado por —1, de modo que
acal=a-lea=e

Um grupo G com a propriedade que a° b = b° a para todos a, b €
G é chamado abeliano ou comutativo. Os grupos que nao satisfazem
essa propriedade sao considerados ndo-abelianos ou nao-comutativos.

4. Aplicacoes

Muitas vezes, a utilidade de algum conhecimento particular em
Matematica nao € obvia, nem simples. Assim €& com a teoria dos
grupos. Suas aplicacoes no mundo real surgem através de conexoes
que a principio nao sao facilmente perceptiveis. Como, por exemplo,
relacionar a teoria de grupos em conexao com a simetria molecar e as
propriedades molecares estudadas na quimica quantica. No entanto,
vamos indicar aqui alguns de seus usos nas ciéncias e nas artes.

A maioria das aplicacoes cientificas de grupos esta no campo da
Fisica e da Quimica. Uma das aplicacoes mais impressionantes
ocorreu em 1962. Naquele ano, os fisicos Murray Gell-Mann e Yuval
Ne'eman usaram a teoria de grupo para prever a existéncia de uma
nova particula, que foi designada a omega minus particle (A Dictionary
of Physics, 2014). Nao foi até 1964, que a existéncia desta particula foi
confirmada em experimentos de laboratorio.

Um dos usos de grupos mais extensos tem sido na ciéncia da
cristalografia. Cada figura geométrica em duas ou trés dimensoes tém
seus movimentos rigidos associados, ou simetrias. Esta associacao
fornece uma conexao natural entre grupos, onde ocorrem permuta-
coes, como os diedrais, vistos neste artigo, e muitos objetos no mundo
real. Uma das conexdes mais frutiferas foi feita no estudo da estrutura
dos cristais. Os cristais sao classificados de acordo com a simetria
geomeétrica com base em uma estrutura com um arranjo equilibrado de
suas faces. Um dos exemplos mais simples e mais comuns de tal
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estrutura é fornecido pelo fato de que um sal de mesa comum (NaCl)
cristal esta na forma de um cubo (figura 8).

Figura 8: (NaCl) cristal
Fonte: Oxford University Press (2014)

Neste artigo, examinamos os Grupos Diedrais que estao relacio-
nados aos movimentos rigidos de uma figura plana. Vimos dois
exemplos deste tipo de grupo. O primeiro foi o grupo diedral D3, o gru-
po das simetrias de um tridangulo equilatero e, o outro grupo diedral,
D4, o grupo de simetrias de um quadrado.

Nao é dificil ver que as simetrias de qualquer figura plana F
formam um grupo para a composicao de aplicacoes. Antes de conside-
rarmos algumas outras figuras planas especificas F, vamos comentar
novamente sobre o termo simetria.

De acordo com a terminologia convencional na Algebra, usamos a
palavra simetria para nos referirmos a um movimento rigido de uma
figura geométrica. No entanto, o termo € comumente empregado de
outra forma. Por exemplo, o pentagono mostrado na Figura 9, é dito
ter simetria no que diz respeito a linha vertical ¢ e, através do centro O
e o vértice no topo, ou € simétrico em relacdo a ¢. Para fazer uma
distincao entre os dois usos, utilizaremos o termo simetria geométrica
para este ultimo tipo de simetria.
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Figura 9: Pentagono
Fonte: Oxford University Press (2014)

Os grupos de simetrias para poligonos regulares com trés ou
quatro lados generalizam-se para um poligono regular P com n lados,
para qualquer inteiro positivo n>4. Qualquer simetria f de P é
determinada pelas imagens dos vértices de P. Sejam os veértices
numerados I, 2,..., n, e consideremos a aplicacao que faz com que a
simetria f de P corresponda a permutacao em {1,2....,n} que tem a
forma de matriz

1 2 ..m
O @ fm)

Uma vez que f € completamente determinado pelas imagens dos
vértices, esta aplicacao € claramente uma bijetiva entre os movimentos
rigidos de Pe D, € um subconjunto do grupo simétrico S, de todas as
permutacoes em {1,2,...... n}.

Poligonos regulares com n=5 (um pentagono) e n=6 (um hexa-
gono) sao mostrados na Figura 10. Tendo em mente que uma simetria
€é determinada pelas imagens dos vértices, pode-se ver que D, consiste
em n rotacoes anti-horario e n reflexées sobre uma linha através do
centro O de P.

Se n é impar, cada reflexdo é sobre uma linha através de um
vértice até ponto médio do lado oposto. Se n €& par, metade das
reflexdes sdo sobre linhas através de pares de vértices opostos, e a
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outra metade sao sobre linhas através de pontos médios de lados
opostos. Assim, D, tem ordem 2n, ou seja, 2n elementos.

&

4

n=5 n==6
Pentagono Hexagono

Figura 10: pentagono e hexagono
Fonte: Oxford University Press (2014)

Todas as simetrias apresentadas neste artigo foram rotacoes ou
reflexbes sobre uma linha. Isso nao € por acaso, porque estes sao os
Unicos tipos de simetrias que existem para um conjunto nao vazio
delimitado.

Se o grupo de simetrias de uma determinada figura contém uma
rotacao diferente da aplicacao identidade, entao a figura € dita possuir
simetria rotacional. Uma figura com um grupo de simetrias que inclui
uma reflexdo sobre uma linha é dita ter simetria reflexiva. Vejamos um
exemplo.

Na ilustracao 11, cada parte de qualquer uma das figuras apre-
sentadas tem um grupo de simetrias que consiste inteiramente em
rotacoes e, cada uma, possui apenas simetria rotacional. Em con-
traste, o grupo de simetrias do pentagono contém reflexoes e rotacoes,
e o pentagono tem simetria reflexiva e simetria rotativa.
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@5

Figura 11 - Grupo de simetrias
Fonte: Oxford University Press (2014)

(a)

Como exemplo final nesta secao, consideramos o grupo de
simetrias de um conjunto ilimitado. O conjunto € mostrado na Figura
12 e € composto por uma sequéncia horizontal de copias da letra R,
igualmente espacada em 1 unidade, desde o inicio de um R para o
inicio do proximo R, e sem fim em ambas as direcoes.

1 unidade

—>
R R R R R R R:--

Figura 12 - Sequéncia da letra R
Fonte: Oxford University Press (2014)

Esses tipos de grupos de simetrias sao comumente usados para
papel de parede, padroes téxteis, ceramicas, fitas e todos os tipos de
arte decorativa. A conexao excepcional entre grupos e arte € fornecida
pelas famosas obras do grande artista holandés Maurits Cornelis
Escher (1898-1972).

5. Consideracoes finais

Seguindo o que foi exposto, este artigo foi uma tentativa inicial de
abordar uma problematica: a centralidade da Algebra Abstrata nos
curriculos dos cursos de Licenciatura em Matematica nas univer-
sidades em contraste com as muitas dificuldades que a disciplina
apresenta para os licenciandos e a subsequente relutancia em estuda-
la.
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Foram sugeridas algumas atividades, que consideramos interes-
santes, dentro do conteudo apresentado, que estao disponiveis no ane-
XO.

Para uma discussao mais aprofundada, que nédo cabe no escopo
deste artigo, duas questdoes merecem ser pesquisadas: qual € a
esséncia da Algebra Abstrata ensinada nos cursos de Licenciatura em
Matematica e por que € ensinada? Sem a pretensao de dar aqui as
repostas, ao propormos uma primeira apresentacdo da Algebra Abs-
trata através das rotacoes e translacoes do triangulo equilatero e do
quadrado, para introduzir o conceito de grupo diedral e, a partir desse
grupo, generalizar propriedades validas para qualquer grupo, propu-
semos possiveis respostas para as questoes colocadas, fornecendo
exemplos para apoiar e ilustrar os argumentos.

Através dos grupos diedrais, revisitamos e exemplificamos a
natureza do assunto (objetivos, acoes e entidades da algebra abstrata)
bem como o seu valor educativo e as razoes plausiveis para estuda-la.
Reiteramos que, este artigo foi apenas um tipo elementar de um pri-
meiro passo para a tentativa de resolver a problematica, para o
beneficio dos licenciandos, professores e responsaveis pelo curriculo. O
artigo também incluiu tarefas e atividades interessantes para explo-
racao e discussao para descompactar e esclarecer as questoes.

Procuramos colocar alguns dos principais pontos que, em nossa
pratica, procuramos transmitir aos licenciandos, através de conversas
explicitas ou através do trabalho em sala de aula, a partir de exemplos
e problemas.

Finalizando, para uma resposta simples a incomoda e persistente
pergunta “Por que eu deveria aprender algebra abstrata?" — € porque:

dlgebra é o inicio de uma jornada que lhe dd as habilidades
para resolver ... problemas complexos ... Algebra é um tram-
polim para aprender sobre o universo maravilhoso em que
vivemos. Com ela vocé tem as ferramentas para entender
muitas coisas e vocé também tem as habilidades necessdrias
para continuar e aprender e entender novos contetidos mate-
mdticos que sdo essenciais para explorar outros tipos de
problemas e fenémenos ao nosso redor. (GIBSON, n.d.).
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ANEXO

Sugestoes de Atividades interessantes

1. Descreva em figuras ou palavras os elementos de Ds (simetrias
do 5-gon regular ou pentagono regular).
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Para n = 3, descreva os elementos de Dn. (Dica: vocé precisara consi-
dere dois casos - n par e n impar.) Quantos elementos tem Dn?

2. Em D, explique geometricamente por que uma reflexao seguida
por uma reflexao deve ser uma rotacao.

3. Em Dn, explique geometricamente por que uma rotacao seguida
por uma rotacao deve ser uma rotacao.

4. Em Dn, explique geometricamente por que uma rotacdo e uma
reflexdo tomadas juntas em qualquer ordem devem ser uma re-
flexao.

5. Associe o numero 1 com uma rotacao e o numero -1 com uma
reflexdo. Descreva uma analogia entre multiplicar esses dois
numeros e multiplicar os elementos de Dn.

6. Se ri, r2 e r3 representam rotacoes de Dn € f1, f2 € f3 representam
reflexdes de Dn, determine se rirafirsfafsrs € uma rotacdo ou uma
reflexao.
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7. Suponha que a, b e ¢ sejam elementos de um grupo diedral. E
a’b*ac®a3c uma rotacao ou uma reflexao? Explique seu racioci-
nio.

8. Quais letras do alfabeto Inglés escritas em maiusculas possuem
um grupo de simetria com quatro elementos? Descreva as qua-
tro simetrias.

9. Encontre os elementos A, B e C em D4, de modo que AB = AC,
mas A # C. (Assim, o "cancelamento cruzado" nao € valido).

10. Explique o que o diagrama a seguir mostra sobre o grupo
Dn.
1 l n
/1\ F /\ Rysom /\
i - -
1
n 2 2 n 1 n-—
1 2 2
/\ Ruorn /?\ F
_— 1 —_—
n 2 1 3 3

11.Descreva as simetrias de um retangulo nao-quadrado. Construa
a tabela Cayley correspondente.

12.Descreva as simetrias de um paralelogramo que nao € nem um
retangulo nem um losango. Descreva as simetrias de um losango
que nao seja um retangulo.

13.Descreva as simetrias de uma elipse nao circular. Faca o mesmo
com uma hipérbole.
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14.Considere uma faixa infinitamente longa de H’s igualmente espa-
cados:
..HHH ...

15.Descreva as simetrias desta faixa (da questao anterior). O grupo
de simetrias da faixa € Abeliano?

16.Para cada um dos flocos de neve, na figura a seguir, encontre o
Grupo de simetria e localize os eixos de simetria reflexiva (des-
considere as imperfeicoes).

From, Snow Crystals by W.A. Bentley and
W. J. Humphreys Copyright 1962 dover

Publications

17.Determine o Grupo de simetria da camada externa da secao
transversal do virus da imunodeficiéncia humana (HIV) mostra-
do abaixo.

George V. Kelvin

18.Sejam X, Y, Roo elementos de D4 com Y# Roo € X2Y = Rogo. De-
termine Y. Explique seu raciocinio.

Matematica & Ciéncia, v. 2, n. 2, p. 56-85, dez. 2019 - ISSN 2674-9416



3, 85

Grupos diedrais: uma proposta concreta para uma apresentacdo inicial
da Algebra Abstrata para licenciandos em Matematica

19. Se F € uma reflexdo no grupo diedral Dn, encontre todos os e-
lementos X em D, de forma que X2 = F e todos os elementos X
em Dy tais que X3 = F.

20. Que propriedade de simetria as palavras em inglés “mow?”, “six”
e “swims” tém quando escritas em letras maiusculas?

21. Para cada logotipo abaixo, determine o Grupo de simetria (igno-
re as imperfeicoes).

22.Que propriedade teorica de Grupo as letras maitsculas F, G, J,
L, P, Q e R tém que nao sao compartilhadas pelas letras maius-
culas restantes no alfabeto Inglés?

Artigo recebido em: 15 out. 2019
Artigo aprovado em: 20 nov. 2019
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