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Resumo

Esta pesquisa, de cunho tedrico-qualitativo, tem como foco principal mostrar a importancia da Mate-
matica Discreta na formacao de professores de matematica. Para isso realizamos uma pesquisa tedrica
em trabalhos cientificos e, apresentamos algumas discuss@es sobre questdes matematicas relacionadas
com a Aritmética dos Inteiros, as quais comprovam a importancia do raciocinio discreto. Nossa in-
vestigacao tem como foco a seguinte questdo de pesquisa: Quais as contribui¢cbes da Matematica Dis-
creta na formagéo de professores? E necessario repensar sobre praxeologias que poderiam favorecer a
um tipo de raciocinio por meio do qual os estudantes discorreriam sobre uma maneira de pensar, na
perspectiva da Matematica Discreta?A partir de resultados de pesquisas apresentamos um contexto
historico das Equacbes Diofantinas Lineares e do Algoritmo de Euclides, Conexdes Matematicas:
Ensino Superior x Escola Basica e, Teorias Matematicas relativas a estes saberes, de modo a mostrar
que existe a possibilidade de discussdes sob o ponto de vista da Matematica Discreta entre o ensino
superior e a escola basica na formacdo de professores. Os trabalhos de pesquisas investigados valida-
ram a nossa proposta.
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Abstract

This theoretical and qualitative research, has as main focus to show the importance of Discrete
Mathematics in the formation of mathematics teachers. For this we carry out a theoretical research in
scientific works and, we present some discussions on mathematical questions related to the arithmetic
of integers, which prove the importance of discreet reasoning. Our investigation focuses on the
following research question: What are the contributions of Discrete Mathematics in teacher edu-
cation? Is it necessary to rethink about praxeologies that could favor a type of reasoning through
which students would discuss a way of thinking, in the perspective of Discrete Mathematics? From
research results we present a historical context of Linear Diophantine Equations and Euclid's
Algorithm, Mathematical Connections: Higher Education x Basic School and, Mathematical Theories
related to this knowledge, in order to show that there is the possibility of discussions under the point
from the point of view of Discrete Mathematics between higher education and basic school in teacher
training. The research work investigated validated our proposal.

Key words: Diophantine Equations. Basic Education. Euclid's Algorithm. Discrete Mathematics.

Introducao

Em matematica ha duas grandes correntes. A Matemadtica Discreta
que trata de assuntos como inducao, recursdao, combinatoria, e em geral
tudo o que se refere a aritmética dos numeros inteiros. E a Matemadtica
Continua, a que lida com a ideia de funcado, com a geometria, com deri-
vadas e integrais e, em geral, a tudo que se refere a algebra dos numeros
reais.

Utilizamos os termos discreto e continuo em referéncia, respec-
tivamente, a duas das acbdes basicas da Matematica: contar e
medir. Existem, como sabemos, certas grandezas chamadas
contaveis, que sao objetos de contagem, como o numero de livros
em uma prateleira. Outro tipo de grandeza é formado por aquelas
quantidades que sao passiveis de medida, como a largura de uma
folha de papel A4, ou o peso de uma caneta. O primeiro tipo de
grandeza é chamado discreto. Grandezas discretas sdo as que se
prestam a contagem. Ja o segundo tipo € chamado continuo, e se
refere as medidas. (BROLEZZI, 1996).

A ideia principal € que a Matematica Discreta € o estudo de estru-
turas matematicas que sao “discretas” em contraste com as
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“continuas”. Estruturas discretas sao configuracoes, isso pode
ser caracterizado com um conjunto finito ou contavel de relacoes.
(OUVRIER-BUFFET, 2014, p. 181).

Os grandes avancos tecnologicos digitais que ocorreram nas déca-
das finais do século XX e, que continuam a nos causar admiracao e
provocam grandes mudancas sociais, colocaram a Matematica Discreta
como a “matematica do nosso tempo”. (DOSSEY, 1991).

Além disso, foi incentivada nas escolas primarias e secundarias nos
Estados Unidos, uma introducao a Matematica Discreta através das reco-
mendacoes dos documentos americanos National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) no Curriculum and Evaluation Standards for School
Mathematics (NCTM, 1989). Estes documentos incluiram a Matematica
Discreta como um conteudo padrao para o nivel médio (MENINO, 2013).
Dossey (1991) forneceu o cenario histérico para estas recomendacoes.
Ele descreve o surgimento da Matematica Discreta como uma area sepa-
rada de estudo a partir do final dos anos 1960 com textos influentes que
aparecem no nivel superior de graduacao ao longo da década de 1970.

Uma publicacao recente que analisa o futuro da matematica, As
Ciéncias Matematicas em 2025 (Comité de Ciéncias Matematicas em
2025, 2013, p.77) identifica dois novos direcionadores da matematica:
computacao e big data. Estes direcionadores descrevem como a Mate-
matica Discreta desempenha um papel importante em algoritmos mate-
maticos para processamento de dados, em sistemas dinamicos em
ecologia, em redes industriais e de humanidades e em otimizacao dis-
creta.

Considerando que a Matematica Discreta € a matematica para o
nosso tempo, uma vez que muitos dos nossos alunos sao dessa geracao
da era digital, o objetivo deste trabalho & discutir alguns aspectos da
aritmética dos inteiros que podem ser explorados na educacao basica
(ensino fundamental e médio).
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Conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

Da mesma forma que na fase anterior, a aprendizagem em Mate-
matica no Ensino Fundamental — Anos Finais também esta in-
trinsecamente relacionada a apreensdo de significados dos obje-
tos matematicos. Esses significados resultam das conexodes que
os alunos estabelecem entre os objetos e seu cotidiano, entre eles
e os diferentes temas matematicos e, por fim, entre eles e os de-
mais componentes curriculares. Nessa fase, precisa ser desta-
cada a importancia da comunicacdo em linguagem matematica
com o uso da linguagem simbdlica, da representacdao e da argu-
mentacao. (BRASIL, 2017, p.298).

Do ponto de vista de que é de fundamental importancia para o en-
sino e a aprendizagem de matematica a apreensao dos significados dos
objetos matematicos e, de que para isso se faz necessario que conexoes
sejam estabelecidas entre os mesmos e, principalmente entre os demais
componentes curriculares, nossa pesquisa apresenta um contexto his-
torico das Equacgoes Diofantinas Lineares e do Algoritmo de Euclides,
Conexoes Matematicas: Ensino Superior x Escola Basica e, Teorias Mate-
maticas relativas a estes saberes, de modo a mostrar que existe a
possibilidade de discussoes sob o ponto de vista da Matematica Discreta
entre o ensino superior e a escola basica na formacao de professores.
Acredita-se que este tipo de abordagem contribuira na atuacao docente
do futuro professor e, as interacoes destes com os alunos em seu pro-
cesso de transposicao didatica.

A seguir apresentaremos uma visao da Matematica Discreta na
perspectiva de suas contribuicoes no ensino e aprendizagem de matema-
tica
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Matematica Discreta - Contribuicées para o ensino e aprendiza-
gem de matematica

A Matematica Discreta apresenta conteuidos importantes para apli-
cacoes da matematica escolar — combinatoria e raciocinio combinatorio,
recursao e pensamento recursivo, tomadas de decisoes corretas, logica e
prova, entre outros.

Os conteuidos da Matematica Discreta estdo presentes nos cur-
riculos, mas de forma implicita no sentido de apresentacao de conexoes
existentes entre eles. Se estas conexdes nao sao explicitas e, se os alunos
nao se apropriam delas, acredita-se que a falta das mesmas pode ser
considerada como obstaculos epistemolégicos para o ensino e apren-
dizagem desses conteudos e, mais do que isso, a falta de apropriacao e
significacao dos mesmos nao levardo os alunos a reconhecer a aplicabi-
lidade da Matematica Discreta em situacdoes de seu cotidiano, por
exemplo.

Muito se fala sobre “aplicacdo da matematica”, mas pouco se dis-
cute sobre as conexdes necessarias para que isto ocorra.

Mas, com relacao a insercao da Matematica Discreta, nos ensinos
fundamental e médio, existe uma discussao muito presente em entidades
norte-americanas, como por exemplo, no Conselho Nacional dos Profes-
sores de Matematica (NCTM, 2000, p.31), o qual reconhece a Matematica
Discreta como uma ferramenta interessante e, que poderia estar em
evidéncia em diversos topicos do ensino fundamental e médio e, conse-
quentemente fazer parte do curriculo escolar.

Segundo Debellis e Rosenstein (2004), conforme observado na De-
claracao de Visao da conferéncia DIMACS (Discrete Mathematics and
Theoretical Computer Science) de 1992:

Nos ultimos 30 anos, a Matematica Discreta cresceu rapida-
mente e tornou-se uma area significativa da matematica. Cada
vez mais, Matematica Discreta é a matematica que € usada pelos
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tomadores de decisdo em negocios e governo; por trabalhadores
de areas como telecomunicacoes e computacdao que dependem da
transmissao de informacoes; e por aqueles em muitas profissoes
em rapida mudanca envolvendo cuidados de saude, biologia, qui-
mica, fabricacdo automatizada, transporte, etc. Cada vez mais, a
Matematica Discreta é a linguagem de um grande corpo da cién-
cia e esta por tras das decisdes que os individuos terao que tomar
em suas proprias vidas, em suas profissdoes e como cidadaos."
(DEBELLIS; ROSENSTEIN, 2004, p.48).

De acordo com Debellis e Rosenstein (2004), os alunos devem ser
capazes de resolver problemas de contagem — como encontrar o numero
de pizzas diferentes que usam quatro das oito coberturas, e aplicar estra-
tégias de contagem para resolver problemas de probabilidade. Eles devem
ser capazes de modelar e resolver problemas de crescimento, como o
numero de animais em um habitat, utilizando procedimentos iterativos.
Além disso, os autores comentam que da perspectiva deles a Matematica
Discreta nao € apenas um conteudo de matematica com o qual os alunos
devem se tornar familiar. Para escolas de ensino fundamental e médio, a
Matematica Discreta deve ser mais do que apenas uma colecao de novos
topicos matematicos interessantes.

Debellis e Rosenstein (2004) comentam, em sua pesquisa, sobre os
resultados do trabalho de Rosenstein (1997), ou seja, de uma experiéncia
em relacdo ao LP-DM (Programa de Lideranca em Matematica Discreta)
da Universidade de Rutgers, o qual forneceu programas de desenvolvi-
mento profissional para professores do ensino fundamental e médio.

Os participantes relataram mudancas nas salas de aula,em seus
alunos e em si mesmos. Seus sucessos nos ensinou que a Mate-
matica Discreta ndo era apenas mais uma parte do curriculo.
Muitos participantes relataram sucesso com uma variedade de
estudantes em uma variedade de niveis, demonstraram um novo
entusiasmo por ensinar de novas maneiras e proselitizaram este
entusiasmo entre seus colegas e administradores".(ROSENSTEIN,
1997, apud DEBELLIS e ROSENSTEIN, 2004, traducao nossa).
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Aqui no Brasil, na BNCC (BRASIL, 2017, p.540) na secao Matema-
tica e suas tecnologias no ensino médio: competéncias especificas e habi-
lidades, no quadro referente as Habilidades da Competéncia 5:

Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando es-
tratégias e recursos, como observacao de padroes, experimen-
tacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao
das referidas conjecturas. (BRASIL, 2017, p. 540).

existem comentarios sobre dominios discretos na organizacao curricular
Numeros e Probabilidade, como por exemplo, Figura 1:

(EMIZMATS07) |dentificar e associar progressdes aritmeticas (PA) a fungdes afins de
dominios discretos, para andlise de propriedades, deducdo de algumas formulas e
resolucdo de problemas.

(EM1ZMATS08) |dentificar e associar progressdes geaometricas (PG) a funcdes

exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades, deducio de algumas
farmulas & resolucao de problemas.

(EM1ZMATS09) Investigar a deformacio de dngulos e dreas provocada pelas diferentes
projecoes wsadas em cartografia (como a cilindrica & a conica), com ou sem suporte de
tecnologia digital.

(EMIZMATS10) Investigar conjuntos de dados relativos ao camportamento de duas
Varavels numericas, usando ou nao Eecnologias da nformacao, &, guando apropriado,
levar em conta a variacao e utilizar uma reta para descrever a relacao observada

(EM1ZMATS1T) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais,
discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacdes no caloulo
oe probabilidades.

Figura 1. Habilidades
Fonte: BNCC (BRASIL, 2017, p.540)

Mas, nao € explicito como implementar a Matematica Discreta nes-
tes assuntos. E, dessa forma, fica evidente o papel da universidade na
formacao dos professores de Matematica.
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Diante deste fato, surge a seguinte questdo: Sera que os cursos de
Licenciatura em Matematica estao discutindo sob esta perspectiva, quais
as contribuicoes destas discussoes?

Nossa visao da Matematica Discreta, como mostrada a partir de
pesquisas realizadas, € que a mesma € um veiculo para dar aos profes-
sores uma nova forma de pensar sobre temas matematicos e uma nova
estratégia para engajar os alunos no estudo da matematica.

A seguir, apresentaremos uma discussao sobre o continuo e o dis-
creto com énfase na matematica escolar.

O discreto e o continuo — uma discussao necessaria no ensino

O conjunto discreto usual na escola basica € o conjunto dos nume-
ros inteiros Z, assim como, o conjunto continuo padrao € o conjunto dos
numeros reais R.

As caracteristicas intrinsecas destes conjuntos determinam aspec-
tos importantes na discussao sobre as diferencas entre uma abordagem
discreta e continua na resolucao de determinados tipos de problemas
matematicos.

A seguir apresentaremos dois tipos de problemas e uma analise
destes aspectos inerentes a estes dois tipos de abordagens.

Problema 1: Determine o valor de x na equacao 3x — 5 = 2.

Tipo de Resolucao 1: Resolucao a partir de manipulacoes algébricas
usando os principios aditivos e multiplicativos, os quais reduzem uma
equacao em outra equivalente, obtendo-se assim x = 7/3

A resolucao 1 tem como foco um algoritmo de resolucdo, mas este
tipo de resolucao nao deixa explicito o raciocinio do aluno e, se de fato ele
se apropriou dos conceitos implicitos nas manipulacoes algébricas.

Matematica & Ciéncia, v. 3, n. 1, p. 8-37, jun. 2020 - ISSN 2674-9416
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Este tipo de resolucao nos leva a seguinte questao: Sera que os alu-
nos seriam capazes de resolver este problema de outra maneira?

Tipo de Resolucao 2: Resolucao a partir de um raciocinio discreto
para verificar se ha um inteiro x que satisfaca a equacao, como mostrado
na Tabela 1.

Tabela 1. Dados da resolucao

X 3| -2]-110]1 2|3

3x-5|-14|-11| -8 |-5| -2 1 4
Fonte: Autores

Em um primeiro momento poderemos considerar alguns valores in-
teiros de x = 1, 2 e 3 e obter os resultados -2, 1 e 4conforme a Tabela 1,
para concluir que nao € possivel obter o 2, se forem considerados apenas
valores discretos.

No tipo de resolucao 2, o raciocinio do aluno fica mais evidente. Po-
rém duas coisas poderiam acontecer: a) atribuir apenas valores de “x” in-
teiros na tabela, e/ou b) perceberem a partir da tabela que o valor de x
para o qual 3x-5 =2 esta entre os valore de x = 2 e x = 3 e, assim comecar
a atribuir valores do conjunto continuo dos racionais positivos até encon-

trar o valor de x = 7/3.

A resolucao 2 € caracteristico de um tipo de raciocinio discreto, o
qual nao é contemplado na Unidade Tematica Algebra do 7° ano da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2017, p. 543).

Matematica & Ciéncia, v. 3, n. 1, p. 8-37, jun. 2020 - ISSN 2674-9416
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Quadro 1: Unidade Tematica algebra

Objeto de Conhecimento Habilidades

Equacodes Polinomiais do 1°. grau (EFO7MA18) Resolver e elaborar pro-
blemas que possam ser representados
por equacoes polinomiais de 1°. Grau,
redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo
uso das propriedades de igualdade.

Fonte: Autores

Dessa forma, podemos dizer que o raciocinio discreto ndo é contem-
plado na BNCC para a resolucao do tipo de Problema 1 na educacao ba-
sica, por exemplo. E, este fato pode ser um obstaculo epistemolégico em
problemas de contagem.

Problema 2: Esbocar o grafico da funcao y= 2x - 6

Tipo de Resolucao 1: Atribuir dois valores discretos, por exemplo, pa-
ra X e, assim obter os respectivos valores discretos para y e, tracar o gra-
fico continuo conforme a Figura 2.

Figura 2: Retay =2x -6
Fonte: Autores

Matematica & Ciéncia, v. 3, n. 1, p. 8-37, jun. 2020 - ISSN 2674-9416
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A resolucao 1, atribuindo apenas dois valores para x, e obtendo os
respectivos valores para y, deixa implicito, por exemplo, a ideia de que
uma reta tem infinitos numeros e, por isso, a caracteristica de conti-
nuidade da reta. Diante deste fato, surge a seguinte questao: Sera que os
alunos ao resolverem dessa forma, compreendem a ideia de variavel con-
tinua ou discreta? Isso € algo que este tipo de resolucao nao nos permite
saber.

Tipo de Resolucao 2: Uso do raciocinio discreto atribuindo varios
valores discretos para x, determinando os respectivos valores de y e, as-
sim tracar um grafico com os respectivos pontos (x,y), Figura 3.

Figura 3: Grafico de Pontos discretos da retay = 2x -6
Fonte: Autores

Matematica & Ciéncia, v. 3, n. 1, p. 8-37, jun. 2020 - ISSN 2674-9416
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No tipo de resolucao 2, fica explicito o raciocinio discreto e, as coor-
denadas cartesianas exibem os valores de um conjunto de dados caracte-
risticos da reta dada.

Pode-se concluir a partir desses dois tipos de problemas que o tipo
de resolucao 1 em ambos os problemas explora mais aspectos algébricos,
0 que nao permite investigar a capacidade resolutiva. O foco esta na sim-
bologia escrita da equacao algébrica. Enquanto que o tipo de reso-lucao 2
deixa explicito o raciocinio discreto do aluno.

Lopes Junior (2005) investigou, em sua pesquisa, a compreensao de
funcao de variavel discreta de 1° grau e, revelou que alunos de Ensino
Médio nao distinguem e ndo compreendem quando a variavel assume va-
lor discreto ou continuo.

Este fato comprova a importancia de praxeologias com abordagens
a variaveis discretas e continuas, bem como discussoes em sala de aula
tanto da perspectiva da matematica, bem como das aplicacoes, por
exemplo em sistemas digitais (variaveis discretas) e analogicos (variaveis
continuas).

Algumas pesquisas na perspectiva da Matematica Discreta na
escola basica

Campbell & Zazkis (2002), apontam a importancia de atividades que
promovam o re-investimento de conceitos da Teoria dos Numeros no ciclo
basico, articulados com a resolucao de problemas referentes a estes con-
ceitos, de tal forma que nao envolvam necessariamente a aplicacao direta
de algoritmos, mas o desenvolvimento de habilidades como inter-pretar,
conjecturar e a busca por estratégias de resolucao.

Algumas pesquisas, tais como Freitas (2015), Silva (2014), Campos
(2015), Costa (2007), Deus (2017), Silva (2013), Souza (2013) relatam a
importancia de possibilidades didatico-pedagodgicas envolvendo a tema-
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tica de Equacoes Diofantinas Lineares no ensino fundamental e médio. A
maioria dessas pesquisas utilizaram como metodologia a resolucao de
problemas, por exemplo.

As propostas destas pesquisas reafirmam a necessidade em discutir
praxeologias que poderiam favorecer a um tipo de raciocinio sobre alguns
conceitos matematicos, por meio do qual os estudantes, futuros profes-
sores buscariam estratégias de resolucao na perspectiva da Matematica
Discreta, tanto nas disciplinas da area pedagogica como Pratica de Ensi-
no, quanto nas disciplinas especificas da matematica em um curso de
Licenciatura em Matematica.

Nas proximas secoes apresentaremos: um contexto historico das E-
quacoes Diofantinas Lineares e do Algoritmo de Euclides, Conexdoes Ma-
tematicas: Ensino Superior x Escola Basica e, Teorias Matematicas rela-
tivas a estes saberes, de modo a mostrar que existe a possibilidade de
discussoes sob o ponto de vista da Matematica Discreta entre o ensino
superior e a escola basica na formacao de professores.

Uma conexao entre o Algoritmo de Euclides
e as Equacoes Diofantinas Lineares — contexto historico

Segue um breve relato sobre Diofanto de Alexandria, Euclides e Equacoes
Diofantinas.

Diofanto de Alexandria

Pouco se sabe sobre a vida de Diofanto de Alexandria, mas muito se
atribui a sua importancia ao desenvolvimento da algebra, e segundo Eves
(2011, p.207), Diofanto teve grande influéncia sobre os europeus que pos-
teriormente se dedicaram a teoria dos numeros.

Matematica & Ciéncia, v. 3, n. 1, p. 8-37, jun. 2020 - ISSN 2674-9416
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De acordo com Bashmakova (1997, p. 1), Diofanto representa um
dos enigmas mais dificeis da historia da Ciéncia, pois nao se sabe ao
certo quando ele viveu. Presume-se que Diofanto nasceu em cerca de 200
d.C., em Alexandria, no Egito, em uma colonia grega e morreu em cerca
de 284 d.C., também em Alexandria (FREITAS, 2015, p.18). A suposicao
para essas datas se da através de uns versos do matematico Antoélios de
Alexandria, Bispo de Laodiceia que comecou seu episcopado em 270 d.C.,
e dedicou um livro a seu amigo Diofanto de Alexandria permitindo calcu-
lar quantos anos Diofanto viveu:

Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida, e
somando sua duodécima parte a isso, cobriu-lhe as faces de pe-
nugem. Ele lhe acendeu a lampada nupcial apos uma sétima par-
te, e cinco anos apoés seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai!
Infeliz crianca; depois de viver a metade da vida de seu pai, o
Destino frio o levou. Depois de se consolar de sua dor durante
quatro anos com a ciéncia dos numeros, ele terminou sua vida.
(FREITAS, 2015, p. 18).

Devido a esse enigma, encontrado no tumulo de Antélio, deduz-se
que Diofanto viveu por 84 anos. Ainda, Segundo Freitas (2015), temos a
seguinte equacao para esse enigma:

LR
6 12 7 2 -

Resolvendo essa equacao concluimos que ele viveu por 84 anos.

Assim, como de sua vida, pouco se sabe sobre suas obras, de acordo
com Eves (2011, p. 207), Diofanto escreveu trés trabalhos: Arithmetica,
numeros poligonais, e prismas. O trabalho de Arithmetica € o mais impor-
tante, porém dos 13 livros apenas seis remanesceram, o de nimeros po-
ligonais, sobraram apenas fragmentos e, o trabalho de prismas se perdeu
totalmente.
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Euclides

Sabemos que Euclides foi um dos mais famosos como professor, ma-
tematico e escritor da escola de Alexandria. Euclides viveu aproxi-
madamente entre 360 a 295 a.C., porém pouco € conhecido sobre sua
vida em Alexandra. E possivel que tenha sido educado em Atenas e teria
frequentado a academia de Platao, em pleno vigor da cultura helenistica.
Sendo assim, convidado para compor o quadro de professores da recém-
fundada academia, que haveria de tornar Alexandria o centro de todo sa-
ber da época. Portanto, logo se tornaria o mais importante autor de ma-
tematica da Antiguidade greco-romana e talvez de todos os tempos, com
seu monumental Stoichia (Os elementos, 300 a.C.), uma obra composta
de treze livros ou capitulos contendo 465 proposicoes que tratam de topi-
cos de geometria, teoria dos numeros e Algebra (geométrica). Os primei-
ros quatro livros tratam de geometria plana elementar e estudam propri-
edades de figuras retilineas e do circulo, sendo abordados problemas cuja
solucao se faz com régua e compasso. O livro V tem como abordagem a
teoria de proporcoes e o livro VI faz aplicacao dessa teoria ao estudo de
geometria. Os livros VII, VIII e IX versam sobre a teoria dos numeros. O
livro X trata dos incomensuraveis e os livros XI, XII e XIII discorrem sobre
geometria solida.

Sobre teoria dos numeros, em especial as Equacoes Diofantinas os
livros ou capitulos mais abordados sao: VII, VIII e IX.

Esses livros sao direcionados a teoria dos numeros, os quais, para os
gregos, eram inteiros e positivos. Uma vez que nem todas as grandezas
podiam ser representadas por numeros inteiros, Euclides agregava a ca-
da nimero um segmento de reta e se referia a ele por AB (FREITAS, 2015,
p. 28). Ou seja, as expressoes empregadas por ele eram “€ medido por” ou
“mede”. Nao utilizando expressoes como “€ multiplo de” ou “é fator de”.
Vinte e duas definicoes de tipos de numeros: par e impar, primo e com-
posto, plano e solido (produto de dois inteiros ou de trés inteiros) € en-
contrado no livro VII. A importancia do livro se da devido as duas primei-
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ras proposicoes serem o que conhecemos hoje como Algoritmo de Eucli-
des que serve para encontrar o maior divisor comum ou como era repre-
sentado por ele, a maior medida comum de dois numeros. No livro IX a-
presenta a decomposicao de um numero como produto de fatores primos,
a prova de que o conjunto dos numeros € infinito.

Equacoes Diofantinas

A resolucao de varios problemas em Matematica conduzem a equa-
coes cujas solucoes devem ser numeros inteiros, essas equacgoes do tipo
ax+by=c¢ ou ax —by=rc, sendo a, b e ¢ nameros inteiros nao nulos, sao
denominadas Equagdes Diofantinas Lineares. Tais equacgoes receberam
este nome em homenagem ao matematico grego Diofanto de Alexandria.

De acordo com Sessa (2009), 600 anos ou mais separam Euclides de
Diofanto. Nesse periodo, gracas as contribuicoes de diferentes povos a
matematica Grega passou por importantes transformacoes. Para Galvao
(2008), deve-se a Diofanto a primeira utilizacao de simbolos nas equa-
coes, pois em suas notacdes numeéricas, usou conforme sua época, as le-
tras do alfabeto grego para simbolizar uma incognita. Como descrito por
Sessa (2009), esse simbolo (uma espécie de S empregados em todos os
problemas) designavam quantidades desconhecidas, denominado por
Diofanto como “arithmo” (que poderia ser traduzido como numero). Dio-
fanto introduziu um simbolo também para a operacao de subtracao, adi-
cao, fracoes e poténcia.

Diofanto também formulou regras de transformacao de equacoes que
envolveu adicao de termos iguais a ambos os lados da equacao e reducao
de termos semelhantes. Mais tarde, essas duas regras se tornaram bem
conhecidas sob seus nomes arabes de al-jabr e al-muqabala (Bashmakova,
1997, p. 9) assim podemos perceber a importancia de Diofanto para a al-
gebra e, posteriormente, para a Teoria dos numeros, dada as equacoes
indeterminadas do tipo ax+ by = ¢, que até hoje sao chamadas de Equa-
coes Diofantinas.
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Ensino Superior x Escola Basica: Conexao Matematica
Equacoes Diofantinas Lineares: Conexao com o algoritmo
de Euclides para o calculo do Maximo Divisor Comum (MDC)

A Figura 4 apresenta um esquema desta conexao, a partir do Trian-
gulo Didatico, no sentido de observarmos as diversas possibilidades de
planejamento de Situacdes Didaticas sobre os saberes que envolvem o
conceito das Equacoes Diofantinas e, suas solucoes. O planejamento de
Situacoes Didaticas poderia ser implementado nos cursos de Licenciatura
em Matematica a partir de cada saber que sera explicitado nesta secao e
suas conexoes com a matematica escolar.

Essas discussoes sobre Situacoes Didaticas tendo como fundamento
o Triangulo Didatico e, as interacoes professor-aluno-saber, poderiam
contribuir com a epistemologia do professor em relacao ao saber, de mo-
do a capacita-lo no processo de transposicao didatica a fim de estreitar a
relacao pedagogica entre o professor e o aluno da escola basica e, assim,
consequentemente contribuir para uma significativa relacao do aluno
com o saber.

A partir das conexoes entre os topicos indicados pelas setas de duplo
sentido (Figura 4) explicitaremos as Teorias Matematicas sobre Numeros
Primos, Divisibilidade e Algoritmo Euclidiano e Equacoes Diofantinas e,
suas conexoes com os conteudos matematicos da escola basica.
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PROFESSOR  J¢— » ALUNO

Figura 4. Triangulo Didatico
Fonte: Autores

25

¢ Numeros Primos: Classificar Numeros Naturais em Primos ou Com-
postos

e Divisibilidade: Divisao Euclidiana, Critérios de Divisibilidade

e Algoritmo euclidiano: (i Comparacao da Eficacia na determinacao
do Maximo Divisor Comum (MDC) quando comparado aos fatores
primos; (ii) Perspectivas / Consolidacao: Calculo de Inversos Multipli-
cativos.

e Equacoes Diofantinas: conexdao com todos os conteudos anteriores,
progressao aritmética e funcao afim.
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Essas conexdoes mostram que existe a possibilidade de discussoes
e/ou reflexdes entre o ensino superior e a escola basica na formacao de
professores. A seguir, destacamos algumas das Teorias Matematicas des-
tes saberes, Figura 4 e, alguns exemplos de aplicacao direta.

O algoritmo de Euclides para o calculo do MDC

Antes de enunciar o algoritmo geral, apresentaremos um método sis-
tematico, ou algoritmo, para encontrar o maximo divisor de dois intei-ros
positivos. Esse método € chamado de Algoritmo Euclideano. O nome € de-
vido ao matematico da antiga Grécia, Euclides, que descreve este algo-
ritmo em seus Elementos. (O mesmo método para encontrar os maiores
divisores comuns também foi descrito no século VI pelo matematico indi-
ano Ariabhata (476 E. C — 550 E. C), que o chamou de "pulverizador").

Segue uma demonstracao da utilizacao deste algoritmo:
Exemplo: Encontrar o maior fator comum de 30 e 72.

Resolucao: Primeiro, usar o algoritmo de divisdo para escrever
72 = 30 - 2 + 12, pode-se notar que:

mdc(30,72) = mdc (30,72 — 2.30) = (30,12).

A justificativa para substituir 72 pelo numero menor 12 nos calcu-
los, € porque mdc(30,72) = mde(30,12). Apos essa substituicao usar o algo-
ritmo de divisao novamente para escrever 30 = 2 - 12 + 6. Usando o
mesmo raciocinio como anteriormente, vemos que mde(30,12) = mdc(12,6).

Como 12 = 6.2 + 0, pode-se notar que mdc mde(12,6) = mdc(6,0) = 6.
Consequentemente, pode-se concluir que mdc(72,30) = 6, sem encontrar
todos os divisores comuns de 30 e 72. Como geralmente € apresentado na
escola basica.
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.

Essa questao € algo que podera ser discutido no curso de Licenciatu-
ra em Matematica, por exemplo.

Apresentamos agora a forma geral do Algoritmo Euclideano para cal-
cular o maximo divisor comum de dois inteiros positivos.

Teorema 1 O Algoritmo de Euclides. Seja ro = a e r1 = b inteiros tais
que a = b > 0. Se o algoritmo da divisdo for sucessivamente aplicado
para obter rj = rj+1Qj+1t+ Ij+2, com O <Tj+2<Tj+1 paraj=0,1,2,...,n-2¢€
rm+1 = 0, entdo mdc(a, b) = ra, o ultimo resto diferente de zero.

A partir deste teorema, vemos que o maximo divisor comum de ae b
€ o ultimo resto nao nulo na sequéncia de equacoes gerada pela aplicacao
sucessiva do algoritmo de divisdo e continuando até o resto ser O (onde,
em cada etapa, o dividendo e divisor sdo substituidos por nimeros meno-
res), ou seja, o divisor e o resto.

Para uma prova de que o Algoritmo Euclideano produz o maximo di-
visor comum, o seguinte lema € utilizado.

Lema 1 Se c e d sao inteiros e ¢ = dg + r, onde g e r sao inteiros,
entao, mde(c,d) = mdec(d,r).

O Algoritmo Euclideano € uma maneira extremamente eficaz de en-
contrar os maiores divisores comuns de dois inteiros.

Expressando o Maximo Divisor Comum
como uma Combinacao Linear

O Algoritmo de Euclides também pode ser usado para achar a ex-
pressao do mdc(a,b) =1, como combinacdo linear de a e b, para o que
basta eliminar sucessivamente o0s restos 7,_i, Th_z.-..,73, 1,73 entre as n
primeiras igualdades anteriores.

Exemplo: Expressar o mdc(963,657) = 9 como uma combinacao linear
de 963 e 657.
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Essa expressao se obtém eliminando os restos 36,45 e 306 do seguinte
modo:

9 = 45 +36(—1)
36 = 306 + 45.(—6)
45 = 657 + 306.(—2)
306 = 963 + 657(—1)

Substituindo-se sucessivamente esses restos, a parir da segunda e-
quacao, na primeira, temos:

9 = 45 +36(—1) = 45 + [306 +45 - (—6)](—=1) == 306(—1) + 45(7) =
= 306(—1) + [657 +306-(—2)](7) = 657(7) + 306(—15) =
= 657(7) +[963 + 657(—1)](—15) = 963(—15) + 657 (22).
Assim, 9 = 963(—15) + 657 - (22).

Reiteramos que essa representacdo do inteiro 9 = mdc(963,657) como
combinacgado linear de963 e 657ndo é tnica. Assim, por exemplo, somando e

subtraindo o produto (963)-(657) ao segundo membro da igualdade, ob-
temos:

9 = 963.(-15) + 657. (22) + (963).(657) — (963).(657) =
= 963 (-15 + 657) + 657 (22 — 963) =
= 96. (642) + 657. (-941)

a qual, € outra representacdo do inteiro 9 = mdc(963,657) como combina-
cdo linear de 963 e 657,

Isto mostra como mover-se para cima, através das equacoes que sao
geradas pelo Algoritmo de Euclides de modo que, em cada etapa, o maior

divisor comum de a e b possa ser expresso como uma combinacao linear
de ae b.
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Este método, para expressar o mdc(a,b) como uma combinacao linear
de a e b, € um pouco inconveniente para o calculo, pois € necessario ela-
borar os passos do Algoritmo Euclidiano, salvar todas essas etapas e, em
seguida, ir seguindo para tras nas etapas para escrever o mdc(a,b) como
uma combinacao linear de cada par sucessivo de restos. Existe outro meé-
todo para encontrar o mdc (a, b) que requer o trabalho através das etapas
do método do Algoritmo Euclideano apenas uma vez. A seguir apresenta-
remos o Teorema 2, que apresenta este método chamado de Algoritmo
de Euclides Estendido.

Teorema 2 Sejam a e b numeros inteiros positivos. Entao
mdc (a, b) = msa + nsb,

onde ms e ns sdo os s-nésimos termos das sequéncias definidas re-
cursivamente por

mo=1,no=0,m; =0,n; =1,
€

mj= mj2— Mj1gj1, Nj = Nj2 - Nj1q; 1

para j =2, 3, ..., k, onde os gj sdo os quocientes nas divisées no Algoritmo
Euclideano quando ele € usado para encontrar o mdc (a, b).

O exemplo a seguir ilustra o uso do Algoritmo de Euclides Estendido.
para expressar o mdc(a,b) como uma combinacao linear de a e b.

Exemplo: A Tabela 2 apresenta, de forma simplificada, as etapas da im-
plementacao do Algoritmo Estendido de Euclides para expressar o
mdc (963, 657) como uma combinacao linear de 963 e 657, sabendo que

mj = mj2—mjiqj1 € Nj = Nj2 - Nj1qj 1.
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Tabela 2: Etapas do MDC (963, 657)

j I di m; n; ri=am;+bn;

0 | ro=a=963 mo= 1 no=0 963 = 963(1) + 657. (0)

1 | r1=b=657 | q1= mi=0 =1 657 = 963(0) + 657(1)

2 Io= 306 Q2= 2 mpo =mo—mj qi1 = 1 nz=no-ni1q:= -1 Io= 306 = 963(1) + 657(-1)
3 | r3=45 qs3= 6 msz =1m; —maQqz = -2 n3=n;—ngqa = 3 r3=45= 963(—2) + 657(3)

4 I4= 36 q4= 1 mgq = mp —mM3 Qs = 13 Nng =mnz—n3qs= -19 Iq = 36 = 963(13) + 657(—19)
5|rs=9 qs=4 |ms=m3-msqg4=-15 | ns=n3-nsqs =22 |r5=9=963(-15) + 657(22)
6 I'e= 0

Fonte: Autores

Como 1y =9 = mdc (963,657) e 1. =mca+ ng b, temos

g =

mdc(963,657) = 963(—15) + 657 - (22)

A seguir apresentaremos a juncao de todas estas teorias aplicadas para

obter as solucoes de uma Equacao Diofantina Linear.

EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Quando exigimos que as solucoes de uma equacao particular sejam do
conjunto de inteiros, temos uma Equacao Diofantina. Estas equacoes obtém

seu nome do matematico da antiga Grécia, Diophantus de Alexandria, quem

escreveu equacoes onde as solugdes eram restritas aos numeros racionais. A

equacao ax + by = ¢, onde a, b e ¢ sdo inteiros, é chamada de Equag¢do Diofan-

tina Linear em duas varidveis.
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Observe que o par de inteiros (x,¥) € uma solucao da Equacao Diofantina
Linear ax + by = ¢ se e somente se o par (x,¥) € um ponto no plano que se en-
contra na linha ax + by = ¢ .

A Figura 5 destaca as solucdoes de 2x + 3y = 5 em inteiros x e ¥ corres-
pondem aos pontos do plano na reta 2x + 3y = 5.

¥

Figura 5. Solucoes da equacao 2x + 3y =5
Fonte: Autores

A primeira pessoa a descrever uma solucao geral de Equacoes Dio-
fantina Linear foi o matematico indiano Brahmagupta (598 — 668), en-
con-trados nos manuscritos de Aryabhata, um astronomo e matematico
hindu que viveu em cerca de 500 d.C. (BOYER, 1974). A seguir, desen-
volveremos as teorias para resolver tais equacoes.

Lema 2 A Equacao Diofantina Linear ax + by = ¢ tem solucao se e so-
mente se d divide ¢, sendo d = mdc (a,b).
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Teorema 2 A Equacao Diofantina Linear ax + by = ¢ tem solucao se, e
somente se d|c, em que d = mdec (a,b). Se x,¥,€ uma solucao particular
desta equacao, entao todas as outras solucoes sao dadas por

at de tE T
—t, ande .
d

x=xD+Et, V=1V —

Nota: Uma solucao particular da Equacao Diofantina Linear se obtém por
tentativas ou pelo Algoritmo de Euclides Estendido. E em ambos os casos
a solucao geral se pode obter usando o Teorema 2, conforme apresenta-
dos no exemplo a seguir.

Exemplo: Calcule todas as solucoes inteiras e positivas da Equacao Dio-
fantina Linear 18x + Sy = 48.

Resolucao: Determinar o mdc (18, 5) pelo Algoritmo de Euclides Estendi-
do, resumido na Tabela 3, lembrando que

Xj= Xj-2 — Xj-14j-1, € Yj = Yj-2 - Yj-14j-1

Tabela 3: Etapas do mdc(18,5)

ri|qi| xj| ¥ rj =axj+ byj

=Y

18 1| 0 [18=18(1)+5-(0)

=
L
(W]
o=
=

5= 18(0) + 5(1)

2| 3] 1] 1 [-3]3=18(1)+5(-3)

3| 2] 1]-1] 4 [ 2=18(-1)+5(4)

al 1] 2] 27 1=18(2)+5(-7)

Fonte: Autores (2019)
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Temos, 18x + 5y = mdc (18,5) =1
Multiplicando a equacao 1 = 18(2)+ 5(—7) por 48, obtemos
48 = 18(96) + 5(—336)

Logo, o par de inteiros x, =96, ¥, = —336 € uma solucao particular da
equacao proposta, e todas as demais solucoes sdo dadas pelas formulas:

x = 96 + 5t, v = —336 - 18t, ondet € L.

As solucoes inteiras e positivas se acham escolhendo t de modo que
sejam satisfeitas as desigualdades:

96 + 5t = 0 e —336-18t = 0

Isto é:
t>-19,2 (-19, -18, -17, - 16, ...) e t<-18,6 (-19, -20, - 21, ...)

O que implica t = —19 e, portanto:

x = 96 4+ 5(—19) = 1,y = —336 —18(—19) = 6

Assim, o par de inteiros x = 1,y = 6 € a Unica solucao inteira e posi-
tiva da equacao 18x + 5y = 48, como indicado na Figura 6.

NG

-10

Figura 6. Solucao positiva da equacao 18x + 5y = 48
Fonte: Autores
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As explanacoes das teorias matematicas apresentadas deixam expli-
citas as conexoes apresentadas anteriormente sobre estes saberes em ni-
vel do ensino superior e da escola basica, mostrando a importancia de
reflexdes de forma que os alunos se apropriem desses conhecimentos na
perspectiva de seu papel como futuro professor.

Consideracoes Finais

A partir das pesquisas realizadas e apresentadas neste trabalho
procuramos deixar explicita a importancia da Matematica Discreta, suas
contribuicoes para o ensino e aprendizagem da matematica pela mate-
matica e, da matematica e suas conexoes com outras areas do conheci-
mento. Além disso, também apresentamos algumas discussoes no senti-
do de mostrar a possibilidade e importancia de um dialogo entre o ensino
superior e a escola basica, principalmente no que diz respeito a formacao
de professores.

Explicitamos aqui apenas algumas aplicacoes do Algoritmo de Eu-
clides do ponto de vista da matematica pura, mas existem diversas ou-
tras aplicacoes. Como, por exemplo, aplicacoes do Algoritmo Eucli-diano
para gerar os ritmos musicais usados em diferentes culturas em todo o
mundo (TOUSSAINT, 2005). Além disso, € um elemento-chave dos algo-
ritmos RSA, um método de criptografia de chave publica usado no co-
meércio eletronico. Ha aplicacdes na solucao de maultiplas congruéncias
(teorema chinés do resto) ou inverso multiplicativo médulo primo. E sao
aplicacoes que, se discutidas com os estudantes do curso de Licenciatura
em Matematica em sala de aula, os mesmos se apropriarao de conceitos
importantes e que contribuirao para a sua atuacao como docente na es-
cola basica. Sendo assim, podemos concluir que nossa investigacao trou-
xe subsidios para responder a questao de pesquisa: Quais as contribui-
coes da Matematica Discreta na formacao de professores?
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O relato apresentado sobre o contexto historico das Equacoes Dio-
fantinas Lineares e do Algoritmo de Euclides; as Conexoes Matematicas:
Ensino Superior x Escola Basica e as Teorias Matematicas relativas a es-
tes saberes, responde a questdo de pesquisa: E necessario repensar sobre
praxeologias que poderiam favorecer a um tipo de raciocinio por meio do
qual os estudantes discorreriam sobre uma maneira de pensar, na pers-
pectiva da Matematica Discreta? Pode-se concluir que as discussoes e
pesquisas apresentadas mostram a importancia do olhar de pesquisado-
res da area da Educacao Matematica e, professores do ensino superior e
da escola basica sobre as praxeologias existentes em sua propria institui-
cao de ensino e pesquisa, a fim de repensarem sobre quais tipos de pra-
xeologias poderiam favorecer a um tipo de raciocinio na perspectiva da
Matematica Discreta.
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